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KAPITTEL ].

STARTVERDIPROBLEMER
FOR ORDINARE
DIFFERENSIALLIGNINGER

1.1 INTRODUKSJON

Med et startverdiproblem (initialverdiproblem) for en ordinzer differensiallig-
ning (ODL) , mener vi et problem der alle grensebetingelsene (randbetingelse-
ne) er gitt for en og samme verdi av den uavhengige variable. For en 1. ordens
ligning far vi eksempelvis:

Y (@) = f(z,y)

(1.1.1)
y(wo) = a
mens vi for en 2. ordens ligning far:
y"(x) =f(z,y,y') (1.1.2a)
y(zo) =a, y'(wo) =b (1.1.2b)

En 1. ordens ODL, som vist i (1.1.1), vil alltid veere et startverdiproblem. For
(1.1.2) derimot, kan vi f.eks. spesifisere foltgende randbetingelser:

y(xo) = a, y(z1) =b

Med disse randbetingelsene framstiller (1.1.2) et randverdiproblem. I mange
anvendelser er randverdiproblemer mer vanlig enn startverdiproblemer. Men
lgsningsteknikken for startverdiproblemer kan ofte kan brukes til a lgse rand-
verdiproblemer.

Bade fra et analytisk og numerisk synspunkt er startverdiproblemer enklere &
lgse enn randverdiproblemer, og metoder for lgsning av startverdiproblemer

1



2 KAPITTEL 1. STARTVERDIPROBLEMER FOR ODL

er bedre utviklet enn for randverdiproblemer.

Dersom vi skal lgse et startverdiproblem av typen (1.1.1), ma vi forst veere
sikker pa at det har en lgsning. I tillegg vil vi forlange at denne lgsningen
er entydig. En tilstrekkelig betingelse for dette er at bade f(x,y) og %5 er

kontinuerlige i og rundt xg . For (1.1.2) blir betingelsen at f(z,vy), % 0g g—;,

er kontinuerlige i og rundt zq , og tilsvarende for ligninger av hgyere orden.

Et eksempel:
, 1
y =y, y(0)=0
af _ 1 af

Her er f = y% 0g 5, = W f er kontinuerlig i * = 0 , men det er ikke T

Njw

Det kan vises at denne diff. ligningen har to lgsninger: y =0 og y = (%x) .
Forhapentligvis fremstiller ikke denne ligningen et fysisk problem.
Et mer aktuelt problem er vist nedenfor.

/
&

ff; g-
S

Figur 1.1

Figuren viser en matematisk pendel der bevegelsen beskrives av fglgende lig-

ning:
0’0 g .
ﬁ + 7 Sln(e) =0 (113&)
do
= —(0) = 1.1.
8(0) = 6o, ——(0)=0 (1.1.3b)

Innfgrer en dimensjonslgs tid ¢ gitt ved t = \/% -7 slik at (1.1.3) kan skrives:

(t) +sin(A(t)) =0
0(0) = 6y, 0(0) =0

(1.1.4a)
(1.1.4b)
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Prikk betyr derivasjon m.h.p den dimensjonlgse tiden t. For smé utslag
kan vi sette sin(6) ~ 6 , slik at (1.1.4) blir:

O(t) +6(t) =0 (1.1.5a)
0(0) = 6y, 6(0) =0 (1.1.5b)

Forskjellen mellom (1.1.4) og (1.1.5)er at den siste er lineser, mens den forste
er ikke-lineser. Den analytiske lgsningen av (1.1.4) er gitt i appendiks G.2.
En n’te ordens lineser, ordinaer differensialligning kan skrives pa formen:

an(@)y"™ (@) +ap-1(@)y" V(@) + -+ a1 (2)y (2) + ag(2)y(x) = b(w) (1.1.6)
der y®) k= 0,1,...n henviser til den k’te deriverte og ) (z) = y(z) .

Dersom en eller flere av koeffisientene ap ogsa er funksjon av minst en
y®) k = 0,1,...n, er differensialligningen ikke-lineser. (Se appendiks A.2
for flere detaljer). Fra (1.1.6) folger at (1.1.4) er ikke-lineser og (1.1.5) er lineeer.

Analytiske lgsninger av ikke-linezere diff.-ligninger er sjeldne, og bortsett fra
noen spesielle typer, finnes det ingen generell fremgangsmate for a finne slike
lgsninger. Derfor méa ikke-lineaere ligninger vanligvis lgses numerisk. I mange
tilfeller gjelder dette ogsa for linesere ligninger. Eksempelvis finnes det ikke
noen metode for a lgse den generelle, linezere 2. ordens ligningen gitt ved:

ax(z) -y" () + ar (@) - (2) + ao(@) - y(x) = b(x)

Fra et numerisk synspunkt, er hovedforskjellen mellom linesere ligninger og
ikke-linezere det mangfoldet av lgsninger som kan oppsta ved lgsning av de
sistnevnte. I en lineser diff.-ligning vil det fremga fra selve ligningen om det
finnes spesielle kritiske punkt der lgsningen skifter karakter, mens dette ofte
ikke er tilfelle for ikke-linesere ligninger.

Eksempelvis har ligningen y/(z) = y?(z), y(0) = 1 lgsningen y(z) = L slik
at y(x) — oo for x — 1 , noe som ikke fremgar fra selve diff. ligningen.

1.1.1 TAYLORS METODE
Taylors formel for rekkeutvikling av en funksjon f(x) rundt er gitt ved:

(z — x0)°
2

(z — x0)"

f(x) = f(zo)+(x—20)-f (T0)+ ' (xo)+- -+ f(”) (xo)+restledd

n!
La oss bruke denne formelen til a finne de forste leddene i rekkeutviklingen
for 6(t) rundt t = 0 fra diff.-ligningen gitt i (1.1.5):

6(t) +6(t) =0

0(0) = 6o, 6(0) =0
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Vi setter: 0(t) ~ 6(0) +t - §(0) + %,'9'(0) + %‘9'(0) + %9(4)(0)

Med bruk av startbetingelsene 6(0) = 6y, 0(0) = 0 far vi:

2. 43 4

to...
~ . ~ oW
0(t) ~ 0y + 50+ 5 0(0) + 5709 (0)

Fra diff.ligningen: G(t) = fQ(t) —>9(0) = —0(0) = 6y
Ved derivasjon: @ (t) = —60(t) — 6(0) = —0(0) = —6
0 (t) = —6(t) — 0D (0) = —6(0) = b,
. 2t 2t
Innsatt i uttrykket for 6(¢): 0(t) ~ 6y (1 -5+ ﬂ> = O (1 -L+ I)
Tar vi med n ledd, vil vi fa:

Lar vi n — oo , ser vi at parentesen gir rekka for cos(t). I dette tilfellet
har vi funnet den eksakte lgsningen 0(t) = 0y cos(t) av diff.-ligningen. Fordi
denne ligningen er lineser, greier vi i dette tilfellet & finne en sammenheng
mellom koeffisientene slik at vi kjenner igjen rekkeutviklingen for cos(t).

La oss sa forsgke den samme prosedyren pa den ikke-linesere versjonen
(1.1.4)

(t) +sin (8(t)) =0

0(0) = 6y, 0(0) =0
Vi starter pa samme mate: 6(t) ~ 0(0) + %9(0) + %9(0) + %9(4) (0)
Fra diff.-ligningen 6 = —sin(6) — 6(0) = —sin(fy) som ved fortlgpende deri-
vasjon gir:

9 =—cos(d)-0— §(0)=0
0™ = sin(f) - 6% — cos() -  — 6™ (0) = —6(0) cos(A(0)) = sin(fy) cos(ho)

Innsatt ovenfor: 6(t) =~ 0y — % sin(6y) + % sin(6p) cos(6p)

Vi kan ta med flere ledd, men na blir derivasjonen mer komplisert og det

er vanskelig a4 finne noen sammenheng mellom koeffisientene. Nar vi fgrst

har funnet en tilnezermelse for 0;(75), kan vi finne en tilneermelse for 6(t) ved
t

derivasjon: 0(t) ~ —tsin(6y) + g sin(6o) cos(6o)

La oss se hvordan vi kan gjgre rekkeutviklingen ved bruk av Maple.
> ode:=diff(theta(t),t,t)+sin(theta(t))=0;

ode := (ﬁe@)) +sin (0(£)) = 0
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> inits:=theta(0)=theta[0], D(theta)(0)=0;
inits := 6(0) = 6y, D(6)(0) =0

> dsolve(ode,inits,theta(t),type=series);

O(t) = 6y — % sin(fg)t? + i sin(Ap) cos(6p)t* 4+ O(t%)

Rekkeutviklinger er ofte nyttige rundt startpunktet nar vi lgser startverdi-
problemer. Teknikken ogsa kan brukes pa ikke-linesere ligninger.

Symbolske matematikkprogram som Maple og Mathematica gjor dette
enkelt.

Vi avslutter med en av de tidligst kjente diff.-ligninger som Newton lgste
med rekkeutvikling i 1671.

() =1-3z+y+2°>+2y, y(0)=0

Rekkeutvikling rundt z = 0:

/ ? " ? m at 4
y(@) = -y (0) + 54" (0) + =" (0) + Sy (0)
2 6 24

Fra diff.-ligningen: 3/(0) = 1
Ved fortlgpende derivasjon:

y'(x) = B+y+2et+ay+y - Y0 = -2

y///(x) — y//+2+xy//_|_2y/ N y///(o) — 2

y(4) x) _ y///+xy///+3y// N y(4)(0) - 4

. ~ 2 z3 4
Innsatt ovenfor: y(z) ~ z — 2° + % — % ,
_ 2z oz x0 oz
7+ 53 6 1t 30 o

>
ot
=]

Newton gav folgende lgsning: y(z) =

N& kan du undersgke om Newton regnet rett. I dag er det mulig a gi
lgsningen pa lukket form med kjente funksjoner:

wr=su55 e (][ (F0) s ()

+4 - [1—exp[a: (1—1—%)} -z

Legg merke til kombinasjonen v/2me. Se Hairer et al. [16] , avsnitt 1.2, for flere
detaljer om klassiske differensialligninger.
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1.1.2 REDUKSJON AV HOYERE ORDENS LIGNINGER

Nar vi skal Igse startverdiproblemer, ma vi vanligvis skrive disse som sett av
1. ordens ligninger fordi de fleste programmpakker krever dette.

Bksempel: " (2) + y(z) = 0, y(0) = ag, ¥/(0) = by
Denne ligningen kan vi for eksempel skrive som et system pa felgende mate:

med startbetingelser y(0) = ag, g(0) = by, f(0) =co

Dette er greit nok for litt handregning, men nar vi bruker ferdige program-
pakker, trengs en mer systematisk fremgangsmate. La oss bruke ligningen
ovenfor som et eksempel.

Starter med & dgpe om y til y;. Vi far da folgende prosedyre:

Y =Y1=9
"=yl =h=ys
Systemet kan da skrives:
y1 () =ya(x)
Yo () =y3(x)
y3(x) = = 2y3(2) + (y2(2))* — 21 (2) + 2°

med startbetingelser y1(0) = ag, y2(0) = by, y3(0) = co

Den generelle fremgangsmaten for a redusere en hgyere ordens ligning til
et system av 1. ordens ligninger blir da som fglger:
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Gitt felgende ligning:

y™ = f(x,y,9,y", ..., y"mY)

y(xo) = a1, ¥ (z0) = as, .. -,y(m_l)(fﬁo) = am
dm
der y™ = dz™

Med y = y; setter vi:
Y= Y2
Yo = Y3

Y1 = Ym

y1(zo) = a1,y2(x0) = a2, ..., Ym(z0) = am
Eksempel 1.1
Skriv fglgende ligning som et system:

y/// o y/y// _ (y/)Q + 2 = xS
y(0) =a, y'(0) =b, y"(0) = ¢

Skriver forst:

/N

v =y + ) -2y +a°
Ved bruk av (1.1.8):

Y1 = Yo

Yo = Y3

yh = y2ys + (y2)° — 2y1 + 2°

y1(0) = a, 12(0) =b, y3 =c

Eksempel 1.2 Kule i fritt fall

(1.1.7)

(1.1.8)
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Figur 1.2

Figuren viser en kule med diameter d og masse m som faller vertikalt i en fluid
Bruk av Newtons 2. lov i z-retning gir:

d 1 d 1
mdflt) :mg—mfg—imfd—z—ipfv’U‘AkCD (119)

der de enkelte leddene har fglgende betydning:

m = piVder p; er kulas tetthet og V er kulas volum
my = pgVder p; er fluidets tetthet

myg = oppdrift

Cp = dragkoeffisienten

Ay = kulas arealprojeksjon = Zdz

1
oM = hydrodynamisk masse (addert masse)

Utrykket for den hydrodynamiske massen er utledet i White [22] , side 539-40.
Innfgrer fglgende forkortelser:

Pf P 3p
=— A=1+-, B=(1- C=— 1.1.10
p= +35 (1-p)g, A ( )
Ligning (1.9) kan da skrives:
dv 1
—=—(B-C"- 1.1.11
7 = 2B~ C-vlvlCa) (1.1.11)

Cp finnes eksperimentelt som funksjon av Reynoldstallet Re = %d der v er
den kinematiske viskositeten.

Figur 1.3 viser Cp som funksjon av Re. Matlab-programmet CDkule er
en kurvetilpasning av figur 1.3. Verdiene er ikke sa ngyaktige som antall
siffer i programmet kan gi inntrykk av. Blant annet er beliggenheten og
stgrrelsen av dumpen”i diagrammet sterkt avhengig av graden av turbulens
i fristremmen og ruheten av kula. I luft kan vi ofte neglisjere oppdrifts-
leddet og hydrodynamisk masse, noe vi ikke kan gjgre for bevegelse i en vaeske.

Dersom vi innfgrer v = % i(1.1.11), far vi en 2. ordens ODL:

d?z 1 dz
2 _—_(B_-(C. .=
dt? A < o dt

dz

dt

Cd> (1.1.12)
For (1.1.12)ma vi spesifisere to initialbetingelser.

Eksempelvis: v = vg og 2z = zg for t =0
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100 S e S e e S asiii
Dragkoeffisient CD for en kule
som funksjon av Reynoldstallet Re
A\
N\
10 N
C \\
D \\
\\
1 —Hc -24Re =
g ) g B
LT
//
0.1 =
0.01
0.1 1 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10
Re
Figur 1.3

function CD
%
7
%
%

CDkule (Re)

Computes the drag-coefficient of a sphere as a func
of the Reynolds nunber Re. Curve fitted after fig.
in Evett & Liu:% "Fluid Mechanics & Hydraulics",
Schaum’s Solved Problems McGraw-Hill 1989

if (Re <=0.0)
CD 0.0;
return
end
if (Re > 8.0e6)
CD 0.2;
return
end
x0 log10(Re);
if (Re> 0.0 & Re <=0.5)
CD 24.0/Re;
return
end
if (Re> 0.5 & Re <=100.0)

p = [4.22 -14.05 34.87 0.658];
CD = polyval(p,1.0/Re);
return

end

if (Re > 100.0 & Re <=1.0e4)
p = [-30.41 43.72 -17.08 2.41];
CD = polyval(p,1.0/x0);
return

end
if (Re > 1.0e4 & Re <=3.35e5)

p = [-0.15684 2.031 -8.472 11.932];
CD = polyval(p,x0);
return

end

tion
A-56
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if (Re > 3.35e5 & Re <=5.0e5)

x1 logl0(Re/4.5e5);
CD = 91.08%x1°4 + 0.0764;
return

end

if (Re > 5.0e5 & Re <=8.0e6)
p = [-0.06335 1.1905 -7.332 14.93];
CD = polyval(p,x0);
return

end

( Evett & Liu: Fluid Mechanics & Hydraulics”,[10])

I tillegg ligger det en modifisert versjon av CDkule, kalt cdkule2, i mappa
Kapittel 1 under mappa Disketten.

Den sistnevnte versjonen er basert pa nyere data, men forskjellen er liten for
de eksemplene som finnes i kompendiet.

1.2 DIFFERANSER. NOTASJON

Vi skal se pa enkle metoder for lgsning av initialverdiproblemer. Senere skal vi
se at disse metodene ogsa kan brukes til a lgse randverdiproblemer for ODL.

y yix,) y(&x)

Yoya) T

y(xg/’,/’///
y(xy)
h h h
sl P -
Xg x; X2 X5 x; x
Figur 1.4
x; =x0+ jh

der h = Ax antas konstant dersom intet annet er spesifisert.
Foroverdifferanser:

Ayj = yj+1 — Yj
Bakoverdifferanser:

Vyj = yj — yj-1 (1.2.1)

Sentraldifferanser

0Yjr1 = Yj+1 — Yj
De linezre differanseoperatorene A, V og d er nyttige nar vi skal utlede mer
kompliserte uttrykk.
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yj+1 yj+2

J’ju/

yj/
Vi
Yi-i h h h h
212 2| 2
-
Xpg X X Xp4 Xy XX, x

Figur 1.5

Eksempel 1.3

§%y; = 6(8y;) = 0111 =y 1) = Y1 — Y5 — (Y5 = Yj-1) = Y1 — 295 +Yj1

Vi kommer stort sett til a skrive ut formlene i sin helhet istedenfor & bruke
operatorer.

Vi skal finne differanseformler og trenger igjen Taylors teorem:

y(z) =y(w0) +/(@0) - (v — w0) + 3/ (z0) - (& — 7o)+
. (1.2.2a)

et E:’J(") (z0) - (& — 20)" + Rn
Restleddet R, er gitt ved:

R = o€ - (=) (1:2.2b)

der € € (z9,x)
Ved bruk av (1.2.2) far vi:

y(xj+1) =y(@; +h) = y(a;) + hy'(z;) + ?y”(:er
hy™ (x;)
my

(1.2.3a)
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der restleddet R,, = O(h"tY), h =0
Fra (1.2.3)fas ogsa:

h2 hk(—1 ky(k) T
y(@j-1) = ylwj—h) = y(z;) = hy'(2)) + " (@) +- -+ ( )k, @)
(1.2.3b)
Vi vil her og senere anta at h er positiv.
Lgser (1.2.3a) med hensyn pa y':
Loser (1.2.3b) med hensyn pa y':
Ved addisjon av (1.2.3a) og (1.2.3b):
y(xiv1) — 2y(z;) +y(ri—1
y//(afj) _ ( ]+) }52]) ( J )+O(h2> (124C)
Subtraherer (1.2.3b) fra (1.2.3a):
Y (z;) = y($f+1)2_hy(xj‘1) +0(h?) (1.2.4d)

Notasjon: Lar y(x;) alltid betegne funksjonen y(z) innsatt for x;. y; brukes
derimot bade for den numeriske og den analytiske verdien. Hvilken som er
ment, framgar av sammenhengen.

(1.2.4) gir da folgende differanseuttrykk:

y; = w i trunkeringsfeil O(h) (1.2.5a)
y; = Lhyj_l ; trunkeringsfeil O(h) (1.2.5b)
y; = i+l 2hy2] tYi-1 . trunkerings feil O(h?) (1.2.5¢)
y; = yﬁl%h%*l . trunkeringsfeil O(h?) (1.2.5d)

(1.2.5a)er foroverdifferanse, (1.2.5b) er bakoverdifferanse, mens (1.2.5c) og
(1.2.5d) er sentraldifferanser.
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A _yj+1

< Y

X 4 X;

j Xj+1

Figur 1.6

Uttrykkene i (1.2.5) lar seg enkelt utlede fra figur 1.6.
(1.2.5a) folger direkte.

(1.2.5¢)

oo (Y=Y Y —y—) Ly 2y 4y
Y; (:Z:]) - h h ) E - h2

(1.2.5d)

Yi = h h 2 2h

For & finne trunkeringsfeilen, ma vi bruke Taylorutviklingen.

/ (yj+1 Y Y +yj1> 1y -y

Utledningen ovenfor kan gjgres mer systematisk.

Setter
y'(rj) = a y(zj—1) +b-y(z;) + ¢ y(zjt1) + O(R™) (1.2.6a)

der vi skal bestemme konstantene a, b og ¢ sammen med feilleddet.
For enkelthets skyld bruker vi notasjonen y; = y(z;), y§ = y/(x;) osv. Fra
Taylorutviklingen i (1.2.3a) og (1.2.3b):

a-yj—1+b-yj+c yjp1=
/ h2 /" h’3 "
a: [yj_hyj+2yj T Y (f)} +b-y;+
2

h h3
e oy =g+ i+ )
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Sammentrukket:

a-yj—1+b-yj+c yjp1 =

(a+b+c)y; + (c—a)hyj+
2

h h3
(a-+-c)4§fy§ +‘(C'—'a)]§4/”(§)

Bestemmer a, b og c slik at y; far sterst mulig noyaktighet:

a+b+c=0
(c—a)-h=1
a+c=1
Lgsningen blir (1.2.6b):
- b=0 og ¢ = —som innsatt i (1.2.6a) gir
a=—gp, b=00gc= _ som innsatt i (1.2.6a) gir:

2
r_ Y1 T Y1 hf m

Sammenligner vi (1.2.7) med (1.2.6a), ser vi at feilleddet O(h"") =
som betyr at m =2 . (1.2.7) er ikke uventet identisk med (1.2.4d).

(1.2.6Db)

(1.2.7)

~5y"(©)

La oss bruke denne metoden til & finne en foroverdifferanseformel for y'(z;)
med ngyaktighet O(h?). 2. ordens ngyaktighet krever minst tre ukjente koef-

fisienter. Derav:
Y(wj) =a-y;+b-yjr1+c yjpa+ OM™)
Den videre prosedyren blir som i det foregaende eksemplet:
a-yj+b-yjr1+c yjp2=

) A / h72// h;g///
a-yj+b- |y +hyi+ -y + oY 1|+

2

6
=(a+b+c)-yj+ (b+2c) - hyj

b h3
+h? <2 + 20) -yi + E(b +8¢c) -y (€)

/ 2,1 8h3 n
¢ y; + 2hy 4 2h%y + —y'(€)

Bestemmer a,b og c slik at y§ far sterst mulig noyaktighet:

a+b+ec=0

(b+2c)-h=1
b

—+2c=0

2

(1.2.8a)

(1.2.8b)
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Lgsningen av (1.2.8b) blir:
3 2 1

a=—5 b= 5 08 €=~ som innsatt gir i (1.2.8) gir:
—3y; +4yji1 — Yjr2 | h?
=y 5" (1.2.9)

Feilleddet O(h™) = %Zy”’(f) viser at m = 2.

Tabellene nedenfor er beregnet av programmet diffaf som er beskrevet i ap-
pendiks H. Programmet benytter samme teknikk som vist ovenfor.

dy;  Yir1—yi 1,
Wi _ Yl T Y A
dx Ax 2y ()Az

dy;  —3yi +4Yiy1 —Yiver 1,
i _ 2 (Az)2
- N +3Y (&) - (Ax)

dyi _ —11yi +18yip1 — Wire —yirs 1y 3
_ 2 N
12 Az 1Y (&) - (Ax)

Py Y — 21+ Yir2
= — -A
3 (Ar)? y" (&) - Ax

Py 2y =Sy +4ive —yins 11y
K — A K3 T T - . A 2

Tabell 1.1: Foroverdifferanser

dy;  yi—vyi-1 1,
Wi _ Y~ Y1 1 A
dzx Ax + 2y (O)Az

dyi _ 3yi —4yi-1 + Yi-2
dx 2Ax

+g(©) - (Bay

dyi 1y —18yi 1 +9yi 2 —yi3 1
dz 6Az 4

d2y; _ Yi— 2y F Yio
dx? (Az)?

+y"(§) - Az

d*y; 2y —5yi1 +4yio —yi—z 11 (4)
- — (Az)?
&l L + 10 - (an)

Tabell 1.2: Bakoverdifferanser
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dy;  Yiq1—vyi-1 1, 2
& _ Yl — Y-l 2 A
dx 2Ax Gy (£)(Az)

dyi  —Yir2 +8Yit1 —8yYi—1 +yi—2 1
— = = + -yO)() - (Ax)*

dx 12Ax 30
Pyi Y1 — 2yt Y 1 @
— - (Az)?
T (Au) 59V(©) - (A)
d*y; _ —yir2 +16yip1 — 30y + 16y;1 —yia 1 (g
KA — T A T (A (A - . A 4
da? 12(Az)? tgov (©) - (Ar)

Py Yirr — 2y F 201 —yi2 1 g
it _ 7 7 ? - (Ax)2
703 2(Ar) +1y7(©) - (Az)

Tabell 1.3: Sentraldifferanser

1.2.1 BEHANDLING AV LEDDET £ . [p(x)fu(x)]

Dette leddet dukker ofte opp i differensialligninger og det kan veere lurt a
behandle leddet som det star istedenfor forst & utfgre derivasjonen.

Sentraldifferanser

Vi benytter sentraldifferanser med henvisning til figur 1.5:

d d [p() - o' (@)]];1 1 = [p(z) - w'(2)]]; 2
& [P0 ]| ~ -
/ o /
:p(wz+%) w(zpy 1) = plr; 1) -u'(z; 1)
h
Fortsetter med sentraldifferanser:
Uil — U4 Ui — Ui—1
Wi y) ~ M ey~ ML
som innsatt ovenfor gir det endelige uttrykket:
D1 U1 — (pz» 1 +pi_;) CUp F P 1 Ul
% [p(x) . jmu(:v)} i ~ —2 3 2 2 A + feilledd
(1.2.10a)

h? d

der feilleddet = 51 Iz

<p(x) " (x) + [p(x) - u'($)}"> +O(h%) (1.2.10Db)

Dersom ikke p($1+%) og p(ml_%) kan finnes direkte, brukes:

(pi + pi-1) (1.2.11)

DN |

(Pit1 + i), P(%f%) ~

DN =

p($1+%) ~
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For p(z) = konstant = 1 far vi det vanlige uttrykket:

u
dx?

U1 — 2U; + Uj—1
= = + O(h?)

i

Foroverdifferanser

som gir:

u 2 [p(zyy 1) - (wip1 —w) — h-p(a;) - u'(25)]
% [p(g;) . ZJ _ 2Py g +1 — b + feilledd
(1.2.122)

h
feilledd = —E[Bp”(xi) ! () + 6/ () - u (24) + 4p(ay) - " ()] + O(h?)
(1.2.12b)
Vi har beholdt leddet u/(x;) fordi (1.2.12) vanligvis benyttes ved randen og
u'(x;) kan veere foreskrevet her.

i

For p(z) = konstant = 1 far vi uttrykket:

2 [ujp1 —ug — b (2
o = 2L u h-v(@)] —gu'/l(xi)+0(h2) (1.2.13)
Bakoverdifferanser

som gir:

d

dx[p(x)jﬂ = 3 ‘ )]+ feilledd

(1.2.14a)
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feilledd = %[Bp”(xi) c (24) 4 6p/ () - () + dp(a;) - u ()] + O(h?)
(1.2.14b)

Dette er det samme feilleddet som i (1.2.12b) bortsett fra fortegnet. Ogsa her
har vi beholdt leddet u/(x;) fordi (1.2.14b) vanligvis benyttes ved randen og
u'(x;) kan vaere foreskrevet her.

For p(z) = konstant = 1 far vi uttrykket:

" 2-[h- U/(xZ) — (u; — ui—1)] by, _
u! = = A u" (@) + O(h?) (1.2.15)

1.3 EULERS METODE

Differensialligningen er gitt ved:

W _ (@) = f(a,y)

de (1.3.1)
y(zo) =yo
Innsatt fra (1.2.4a) i (1.3.1):
Y(@nt1) = y(zn) + b+ f@n,y(wn)) + O(h?)
eller:
Ynt1 = Yn +h- f(zn,yn) (1.3.2)

(1.3.2) er en differanseligning og skjemaet kalles Eulers metode. (1768)
(1.3.2) grafisk framstilt:

Fulers metode kalles ogsa polygonmetoden. Bakgrunnen for dette navnet
framgar av figuren. Eulers metode er en 1. ordens metode da uttrykket for
y'(x) er av orden h ; dvs.: 1. orden av h. Vi sier at metoden har en global feil
av orden h og en lokal av orden h? . ( Se C&K [5] , avsnitt 8.1)

Eksempel 1.4 Kule med konstant Cp

Skriver (1.1.11) og(1.1.12) som system pa folgende mate:

% _y
dt
b i (1.3.3a)
at Y
der a = S0f Cp (1.3.3b)
4pk )

Analytisk lgsning med 2(0) = 0 og v(0) = 0:

In(cosh(/ag - t)

«

v(t) = \/g -tanh(y/ag - t), z(t) = (1.3.4a)
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y A y(xn+2) /

) /\ |
) numerisk
n+2 ]_@Snjng
y(xn+1 )
yn+1
|
h-f(x,,y,)
Y '
h
>
xn xn+1 xn+2 X
Figur 1.7

d
Terminalhastigheten v; finnes av dit) = 0 som gir v; = \/? (1.3.4b)
o

Bruker data for en golfball:

d = 41mm, p;, = 1275 kg/m?3, p;, = 1.22kg/m3
og velger dessuten Cp = 0.4 som gir a = 7- 1073

Fra (1.3.4b):
Ve =4/ 9 —37.44 m/s med de gitte data.
a

Dersom vi bruker Taylors metode fra avsnitt 1.1.1, far vi fglgende uttrykk
med bruk av fire ledd i rekkeutviklingen:

L s 2
z(t) ==gt* - (1 — —agt
(t) =59t ( 1 5agt’) 1.35)
v(t) =gt - (1 — gath)

Eulerskjemaet (1.3.2) anvendt pa den andre ligningen i (1.3.3):
Vpp1 =Un+At-(g—a-v2), n=0,1,... (1.3.6)

med v(0) =0
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Utfgrer beregningen til vi har oppnadd 99 % av terminalhastigheten, som
med de gitte data gir en beregningstid pa ca. 10 sek.

Nedenfor er vist listingen av programmet eulv (At = 0.5s) som i tillegg
til tabellen ogsa plotter hastigheten v sammen med hastigheten v, fra den
analytiske lgsningen. Har dessuten tatt med verdier fra Taylorutviklingen
(1.3.5) som gir ngyaktige verdier opptil ¢ = 1.0 med bare to ledd.

% ===================== Eulvl ==========================
% The program computes the velocity of a golf ball

% falling vertically in air. The equation

% of motion is integrated using the basic Euler- method

clear all; close all; clc;

FS = 20;

set (0,’DefaultLinelLineWidth’,3, ’DefaultAxesFontName’,’Helvetica’);
set (0,’DefaultAxesFontSize’ ,FS);

nu = 1.5e-5 ; 7 Kinematical viscosity [m~2/s]
rof = 1.22 % Density of air [kg/m~3]

rol = 1275.0; % Density of sphere [kg/m~3]

d = 0.041 ; % Diameter of ball [m]

tend = 2.0 ; % Max. time [s]

g = 9.81 5 % Gravity [N/kgl

% Using Cd = 0.4;

alfa = 7.0e-3;

tend = 10;

TaylorMax=2

dt = 0.5; % Timestep [s]

nsteps = round(tend/dt) + 1;

v = zeros(nsteps,1); t = v; % allocate space
v(1)= 0.0 ; t(1) = 0.0;
fprintf (’ t(s) v(m/s) Re \n\n’);

for k = l:nsteps - 1

t(k+1) = kxdt;
v(k+1) = v(k) + dt*x(g - alfaxv(k)"2);
end

fprintf (> %10.2f 9%10.3f %15.3e \n’,t,v);

% Analytical solution
k1 = sqrt(g/alfa); k2 = sqrt(alfax*g);
va = kl*tanh(k2*t);

% Taylor solution
vt=g.*xt.*(1-alfa*xt. " 2+2xalfa"2*xg 2xt.~4/15);

if (tend<TaylorMax)

plot(t,v,t,va,t,vt);
hl=legend(’v’,’v{_a}’,’v_t’,’Location’,’SouthEast’);
else

plot(t,v,t,va);
hl=legend(’v’,’v{_al}’,’Location’,’SouthEast’);

end

set (hl, ’box’,’0ff’);

grid on

% Title and labels
title(sprintf (’Eulers metode med \\Deltat = %4.2f°,dt));
xlabel (’t(s)’); ylabel(’velocity (m/s)’);
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( Evett & Liu: Fluid Mechanics & Hydraulics”,[10])

t(s) v(m/s) va(m/s) v(taylor)
0.00 0.000 0.000 0.000
0.50 4.905 4.877 4.877
1.00 9.726 9.591 9.585
1.50 14.300 14.001 13.957
2.00 18.489 18.001 17.824
2.50 22.198 21.530
3.00 25.378 24.566
3.50 28.029 27.124
4.00 30.184 29.241
4.50 31.900 30.967
5.00 33.244 32.357
5.50 34.281 33.466
6.00 35.073 34.343
6.50 35.672 35.033
7.00 36.124 35.573
7.50 36.461 35.994
8.00 36.713 36.322
8.50 36.901 36.575
9.00 37.040 36.772
9.50 37.143 36.924
10.00 37.219 37.041
40
35r 1
30r 1

25¢ ]

velocity (m/s)
N
S

15¢ 1
10r ]
5t -V |
—V
a
00 10

t(s)

Figur 1.8: Eulers metode med At = 0.5.

Bade tabellen og figuren viser at vi far akseptable resultater selv med et sa
stort skritt som At = 0.5s.

Eulers metode kan selviglgelig ogsa brukes for et system.
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La oss se pa et simultant sett av p ligninger:

/

y1 = filz,y1,92, - yp)

/

Yo = f?(xayhyQ) .. yp)

y}/7 = fp('q:? Y1,Y2, . .- yp)
med initialbetingelser:
yi(zo) = a1, y2(wo) = az,..., yp(zo) = qp
eller pa vektorform:
y =f(z,y)
y(zo) = a

der y’, f, y, og a er kolonnevektorer med p komponenter.
Eulerskjemaet (1.3.2) anvendt pa (1.3.8) blir:

Yn+tl1 =Yn T+ h - f(‘TmYD)

For et system av tre ligninger:

YL =y2
Yy =Y3
yé = —Y1ys

(1.3.9) gir i dette tilfellet:

(Y1)n+1 = W1)n + P (Y2)n
(Y2)n1 = W2)n +h - (Y3)n
(Y3)nt1 = (U3)n — - (Y1)n - (Y3)n

med y1(zo) = a1, y2(z0) = a2, og y3(xo) = a3

(1.3.7a)

(1.3.7b)

(1.3.8)

(1.3.9)

(1.3.10)

(1.3.11)

I avsnitt 1.1.2 har vi sett hvordan vi kan redusere en diff. ligning av hgyere

orden til et system av 1. ordens ligninger.

I (1.3.3) har vi ligningen % =g—a- (%)2 som vi har redusert til et system
dz
— =
dt
d
d—/: = g — Q- 1)2

som gir folgende Euler-skjema:

Znal = Zn + At - vy
Va1 = Ny + At - [g — a(v,)?]

med zg =0, v9g =0

Koden for dette skjemaet er bare en ekstra linje i eulv:
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for k = l:nsteps - 1

t(k+1) = kx*dt;

z(k+1) = z(k) + dtxv(k);

v(k+1l) = v(k) + dtx(g - alfaxv(k)~2);
end

Programmet ekule lgser (1.1.12) med variabel Cp beregnet fra programmet
CDkule.

1.4 HEUNS METODE

Fra (1.2.4a) eller (1.2.5a):

y//(In, yn) = f/ (SUnv y(fEna yn)) ~ f(xn + hf)L _ f($n) (1.4.1)

Taylorutviklingen (1.2.3a) gir:
h2
y(xn + h) = y(xn) + hy/[xna y(l‘n)] + ?y//[‘rm y(gcn)] + O(hg)

Innsatt fra (1.4.1):

Yn+1 = Yn + g ' [f(xmyn) + f(xn—I—l; y(xn-i-l))] (1‘4'2)

Denne formelen kalles trapesformelen da den reduseres til beregning av et
integral med trapesmetoden dersom f(z,y) bare er funksjon av x. Da y,4+1
forekommer pa begge sider av likhetstegnet, er dette en implisitt formel som
betyr av vi ma lgse et ikke-linezert algebraiske ligningsystem dersom funksjo-
nen f(xz,y) er ikke-lineser. En mate a gjore skjemaet eksplisitt pa, er a bruke
Euler-skjemaet i (1.3.2) til a beregne y(x,+1) pa hoyre siden av (1.4.2).

Det resulterende skjemaet betegnes ofte som Heuns metode.

Skjemaet for Heuns metode blir da:

nyJrl =yYnth- f($n> yn) (1.4.3&)
h
Y1 = Yo+ 5 - [F(@nsyn) + f (@01, 900)] (1.4.3b)

Indeks p star for predikert.
(1.4.3a) er da prediktoren og (1.4.3b) korrektoren.

Dette er en 2. ordens metode.( Se C&K [5] , avsnitt 8.2, for flere detaljer.)
Figur 1.9 viser en grafisk framstilling av (1.4.3).

I prinsippet kan vi lage en iterasjonsprosess der vi etter a brukt korrektoren,
bruker de korrigerte verdiene til a beregne en ny prediktor osv. Dette vil nok
fgre til en mer ngyaktig lgsning av differanseskjemaet, men ikke ngdvendigvis
av differensialligningen. Vi ngyer oss derfor med en gangs bruk av korrektoren.
For et system far vi:

Y§+1 =¥n+h -f(2n,yn)
h (1.4.4)

Yntl1 =Yn + 5 : [f(l’na Yn) + f(xn-&-lv yg—i—l)]
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Merk at y? 41 er en temporar sterrelse som det ikke er ngdvendig a bevare
etter at skrittet er utfgrt.

y A
y korrigert
n+l he] .
helning
F(5y02,0) 4
\
yrf+l y(x)
Y | helning
f(x,,5,)
> X
xn xn+1
Figur 1.9

Dersom vi bruker (1.4.4) pa eksemplet i (1.3.10) far vi:

(yl)fﬁ—l = (y1)n + - (Y2)n
Prediktor: (yz)ZH = (y2)n +h- (y3)n
(Y3)n — - (Y1)n - (Y3)n

—~
<
w
~—
=
I

n+1

(Y1)n+1 = (y1)n + 0.5h - [(y2)n + (92)z+1
Korrektor: (y2)n+1 = (y2)n + 0.5h - [(y3)n + (ys)p

]
n+1]
(Y3)nt1 = (U3)n — 0.5h - [(y1)n - (U3)n + (1)1 i1 - (301 41]

Eksempel 1.5 Newtons ligning

La oss bruke Heuns metode til 4 lgse Newtons ligning i avsnitt 1.1.1:

v (@) =1-3z+y+22+zy, y(0)=0 (1.4.5a)
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med analytisk lgsning;:

w1 =sv5 (o (155)[o1 (P 51) o ()

+4 - [l—exp (:17 (1+%)>} — a5 (1.4.5b)

Her blir f(z,y) =1-3z+y+z°+xzy=1+=z(x—3)+ (1+x)y
Utsnitt av programmet newton med x € [0,2] og Az = 0.1:

= round(xend/dx) + 1;
y(1)= 0.0 ; x(1) = 0.0;
for n = 1l:steps - 1

x(n+1) = n*dx;
xn = x(n);
fn = 1 + xn*(xn-3) + y(n)*(1 + xn);

yp y(n) + dxx*fn; J Predictor
xnpl = x(n+1);
fnpl = 1 + xnpl*(xnpl1-3) + yp*(1 + xnpl);
y(n+1) = y(n) + 0.5*xdx*(fn + fnpl);
end

Figur 1.10: Heuns methode for Newtons ligning med Ax = 0.1.

I tillegg til lgsningen med Heuns metode, har vi plottet den analytiske
lgsningen fra (1.4.5b) samt Newtons rekkelgsning fra avsnitt 1.1.1. Vi ser at
rekkelgsningen er god opptil ca. z = 1.4 .
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La oss deretter bruke Heuns metode pa eksempel 1.2.

Ligningsystemet er:

&
dt

d
d—z:g—mﬂ

som ved bruk av Heuns metode i (1.4.4) blir:

Prediktor:

Korrektor: |

Un+1

B = = AR, (1.4.6a)
vh = v + At - (g — aw?)
= zn + 0.5A¢t - (v + 05 4) (1.4.6b)

vn + 0.5A¢ - [2g — av? + (08 ,)?]

med startverdier zgp = 2(0) =0, vp = v(0) =0

Merk at vi ikke bruker prediktoren z! 41 da ligningsystemet ikke inneholder

variabelen z pa hgyre side.

Nedenfor er vist listingen av
(At =0.5).

clear
% Using Cd = 0.4;
g = 9.81; % Gravity [N/kgl
tend = 10;
alfa = 7.0e-3;
dt = 0.5; % Timestep
steps = round(tend/dt) + 1;
v = zeros(steps,1);
v(1)= 0.0 ; t(1) =
for n = 1l:steps - 1
t(n+1) n*dt;
% --- Predictor

0.0; z(1)

t =v; z =

programmet heunzv med tilhgrende utskrift

v; % allocate space

]
o

% Predictor for z not used in this case.

v(n) + 0.5%dt*(2*xg - alfax*(v(n)~"2 + vp~2));

vp = v(n) + dt*(g - alfaxv(n)~2);
% --- Corrector
z(n+1) = z(n) + 0.5xdt*x(v(n) + vp);
v(n+l) =
end

% Analytical solution

k1 = sqrt(g/alfa); k2 = sqrt(alfaxg);
va = kil*tanh(k2x*t);
za = log(cosh(k2*t))/alfa;
fprintf (°’ t(s) v(m/s) va(m/s) z (m) za(m) \n\n’);
fprintf (’> %6.2f 48.3f %8.3f %8.2f %8.2f\n’,[t v va z zal’);
t(s) v(m/s) va(m/s) z(m) za(m) ztaylor
0.00 0.000 0.000 0.00 0.00 0.00
0.50 4.863 4.877 1.23 1.22 1.22
1.00 9.562 9.591 4.86 4.85 4.85
1.50 13.957 14.001 10.79 10.76 10.75
2.00 17.943 18.001 18.83 18.78 18.72
2.50 21.459 21.530 28.74 28.69 28.46
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I tillegg til den analytiske lgsningen, har vi tatt med Taylorutviklingen i
(1.3.5). Vi ser at forskjellen mellom den numeriske lgsningen og den analy-
tiske er liten, selv med et sapass grovt nett.

1.5 RUNGE - KUTTA AV ORDEN 4.

wmvs] ,z(m)

300

150

Heuns metode med At=0.5

t(s)

Figur 1.11
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Eulers metode og Heuns metode tilhgrer Runge-Kutta familien av eksplisitte
metoder, og er henholdsvis Runge-Kutta av 1. og 2. orden, sistnevnte med en
gangs bruk av korrektor. Eksplisitte Runge-Kutta metoder er enkeltskritts-
kjema som forsgker & kopiere Taylor-utviklingen av differensialligningen til en
gitt orden.
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Det klassiske Runge-Kutta skjemaet av 4. orden ( RK4 ) er gitt ved:

kl = f(xnvyn)
h h
ko = f(xn + §7yn + §k1)
h h
kS :f(xn+§7yn+§k2) (151)

ks = f(xn + h,yn + hks)

h
Yn+1l = Yn + g(lﬁ + 2ko + 2kg + k:4)

Vi ser at vi egentlig bruker Eulers metode 4 ganger og finner en vektet helning.
Den lokale feilen er av O(h%), mens den globale er av . Det henvises til C&K
[5], avsnitt 8.2.

Figur 1.12 viser en grafisk framstilling av RK4-skjemaet i (1.5.1).

4

/
=

Figur 1.12

I detalj:
1. T pkt. (,yn) kjenner vi helningen k; og denne brukes idet vi gar fram
et skritt h/2 der helningen ko beregnes.
2. Med denne helningen starter vi panytt i (x,,y,), gar fram et skritt h/2
og beregner en ny helning k3.
3. Med denne helningen starter vi panytt i (,,y,). Men na gar vi fram et
helt skritt A og helningen k4 beregnes.
4. De fire helningene midles med vekttall 1/6, 2/6, 2/6 og 1/6 og med
denne middelhelningen beregnes sluttverdien y,41.
Hver av skrittene ovenfor er et Euler-skritt.
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(1.5.1) anvendt pa ligningsettet i(1.3.10) blir:
h
(Y1)n+1 = () + 5 (k1 + 2k + 2k3 + k)

h
(W2)nt1 = (o)n + G (1 + 22 + 205 + ) (1.5.2)

h
<y3)n+1 = (93)71 + g(’ml + 2mg + 2ms3 + ’m4)

der
ki o= ky = yo+ b
L = ys lh = y3+hTm]: )
mi= —y1y3 my = (y1 + "3 (ys + "5)
ks = yp+ 2 ki = ya+hls (1.5.3)
Iy = y3+ o2 ly = ys+hmg
my = —(y1+ "52)(ys + M52)
my = —(y1+hks)(ys +hms)

Fordelen med & skrive ut formlene direkte som vist i eksemplet, er at pro-
grammet blir kompakt. Bakdelen er at vi ma skrive et nytt program dersom
vi velger et annet lgsningskjema. Den vanlige framgangsmaten er derfor at
vi skriver et subprogram for hvert skjema som igjen kaller et subprogram for
funksjonen f(x,y). Et slikt program,rk4c, er vist nedenfor. Vi har tatt med
to versjoner av RK4; subprogrammene rk4c og rk4. Subprogrammet rk4c,
der c star for classical, fglger direkte formlene i lign. (1.5.1).rk4 bruker ogsa
formlene i (1.5.1), men i noe omskrevet form slik at kravet til mellomlagring
er mindre enn i rk4c.rk4 er brukt i programmet rkn. Legg merke til at
subprogrammene bare Igser ligningsystemet for et enkeltskritt h. Inkremen-
tering av den uavhengige variable ma derfor skje utenfor subprogrammene.
rkn derimot, brukt i eksempel 1.6, inkrementerer internt.

function ynew = rké4c(fname,x,y,h)
% The classical RK4-scheme.
% RK4C performs one integration step with steplength h.

% Input:

% x -- The independent variable. Must be

% given an initial value.

yA y -- Vector containing the current values

% of the dependent variables

% h -- The step size

% Output:

% ynew -- Vector containing the y-values

yA at the end of the integration step.

k1 = zeros(size(y)); k2 = k1; k3 = ki;
k4 = k1; ytemp = kl; ynew = ki;
hhalf = 0.5%h;

k1 = feval(fname,x,y); % 1. stage
ytemp = y + h*k1/2;
k2 = feval (fname,x+hhalf ,ytemp); % 2. stage
ytemp = y + h*k2/2;
k3 = feval(fname,x+hhalf,ytemp); % 3. stage
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ytemp = y + hxk3;
k4 = feval (fname,x+h,ytemp); % 4. stage
ynew = y + hx(kl + 2%k2 + 2*k3 + k4 )/6.0;

Noen bemerkninger.

I klassiske programmeringsprak som f.eks. Fortran, bestar vanligvis et pro-
gram av et hovedprogram og en rekke subprogram, der subprogrammene ikke
kan eksekveres som frittstdende program. I Matlab derimot, kan program som
starter med kommandoen function, eksekveres som et selvstendig program.
Dette betyr at slike program kan opptre som selvstendige program og dessuten
opptre som tradisjonelle subprogram.

La oss bruke rk4c til a lgse (1.1.11). Som et system av to ligninger:

%
dt
dv

o (B—C -vv|Cp)

S

med initialbetingelser gitt ved:

2(0) = zp, v(0) = vg

Systemet er programmert i fcnkule og beregningen er gjort av programmet
rkule. Utskrift av beregningen er vist nedenfor. Resultatene for forskjellige
verdier av kule-diameteren er vist i figur 1.13.

PROGRAM RKULE

Kinematical viscosity . nu 1.500e-005 m~2/s
Density of fluid ...... rof = 1.220e+000 kg/m"~3
Density of sphere ..... rol = 7.850e+003 kg/m"~3
Diameter of sphere .... d = 1.000e-002 m
Timestep .............. dt = 1.000e-001 s

Max. time ............. tend = 2.000e+000 s

t(s) z(m) v(m/s) Re

0.10 4.903e-002 9.806e-001 6.537e+002
0.20 1.961e-001 1.960e+000 1.307e+003
0.30 4.410e-001 2.938e+000 1.959e+003
0.40 7.836e-001 3.913e+000 2.609e+003
0.50 1.224e+000 4.885e+000 3.257e+003
0.60 1.761e+000 5.853e+000 3.902e+003
0.70 2.394e+000 6.816e+000 4.544e+003
0.80 3.123e+000 7.772e+000 5.182e+003
0.90 3.948e+000 8.722e+000 5.815e+003
1.00 4.868e+000 9.665e+000 6.443e+003
1.10 5.881e+000 1.060e+001 7.066e+003
1.20 6.987e+000 1.152e+001 7.683e+003
1.30 8.185e+000 1.244e+001 8.293e+003
1.40 9.475e+000 1.334e+001 8.896e+003
1.50 1.085e+001 1.424e+001 9.491e+003
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1.232e+001 1.512e+001 1.008e+004
1.388e+001 1.598e+001 1.066e+004
1.552e+001 1.684e+001 1.122e+004
1.724e+001 1.767e+001 1.178e+004
1.905e+001 1.850e+001 1.233e+004
Fallhastighet for kule i luft
som funksjon av diameter d
] d=0.07
i d=0.03
. d=0.01
] d =0.003
B d = 0.001
| | | | | | | |
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
tid(s)

Figur 1.13
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Eksempel 1.6 Euler, Heun og RK4 i ett program

Vi kan skrive et felles program for de tre skjemaene nevnt ovenfor og dette er
gjort i programmet rkn som kan kalles pa fglgende mate:

[t,y] = rkn(odefun,tspan,y0,h,method,pl,p2, ..)

En kortfattet beskrivelse

odefun er navnet pa ligningsystemet som skal lgses, tspan = [to tend| er
lengden av integrasjonsintervallet der tg er startpunktet og t..q er stopp-
punktet. inneholder startverdiene av de avhengige variable ved t = ty. h er
skrittlengden som kan velges vilkarlig > 0. method er en streng der 'rkl1’
betyr Euler-skjema, k2’ betyr Heun-skjema og 'rk4’ betyr RK4. pl,p2, ..
er et vilkarlig antall parametre som kan settes inn om ngdvendig. Etter at
programmet, er kjort, far vi tilbake en vektor ¢ og en matrise y. Den farste
kolonna av y inneholder verdiene for y; = y, den neste kolonna verdiene for
Yo = 1y osv.

Programmet ovenfor bruker fast skrittlengde, mens alle versjonene som falger
med Matlab bruker variabel skrittlengde. Vi kommer selvfglgelig til ogsa a
bruke Matlab-versjonene i dette kurset uten a ga detaljert inn pa hvordan de
virker. La oss bruke rkn pa eksempel 1.5

Systemet er:
dz dv 9

E =, E =g —a-v
Vi setter z = y; og v = ys slik at systemet blir:

Y=y, th=g—a-(y2)°

Startverdier:

Funksjonen ode fun ovenfor kan da skrives:

function dydt = odefun(t,y,g,a)
dydt = zeros(length(y),1);

dydt (1) y(2);

dydt (2) g - axy(2)°2;

Her har vi satt pl =gogp2 =a=«
Kan ogsa skrives mer kompakt:

function dydt = odefun(t,y,g,a)
dydt = [y(2); g - a*xy(2)°2];

Programmet rkneks13 er vist under.
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program rkneksi13

clear

tspan = [0 6.3];
yo = [0 ; 0I;

dt = 0.49;

4
g = 9.81; a = 0.007;
[t,ye]l] = rkn(Qodefun,tspan,y0,dt,’rkl’,g,a);
[t,yh] = rkn(@odefun,tspan,y0,dt,’rk2’,g,a);
[t,yrk] = rkn(@odefun,tspan,y0,dt,’rk4’,g,a);
fprintf (° %8.4f %9.4f 9.4 %9.4f\n’,[t ye(:,1) yh(:,1) yrk(:,1) 1°);
Vi integrerer fra t = 0 til ¢ = 6.3 og har valgt At = 0.49. Merk at At = 0.49
ikke gar opp i 6.3. Derfor vil det siste skrittet veere forskjellig fra de andre. Vi

har bare skrevet ut den fgrste kollonnen, dvs. z-verdiene, for hver av metodene.

t Euler Heun RK4 Analytisk

0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.4900  0.0000 1.1777 1.1745 1.1745
0.9800  2.3554 4.6722 4.6599 4.6599
1.4700  7.0273 10.3725  10.3470 10.3470
1.9600 13.9018  18.1082  18.0685 18.0686
2.4500 22.8009 27.6694  27.6173 27.6174
2.9400 33.5010  38.8264  38.7661 38.7661
3.4300 45.7551  51.3482  51.2846 51.2847
3.9200 59.3134  65.0150  64.9537  64.9537
4.4100 73.9403  79.6277  79.5735 79.5735
4.9000 89.4249  95.0119  94.9685 94.9686
5.3900 105.5865 111.0188 110.9888 110.9889
5.8800 122.2751 127.5241 127.5090 127.5092
6.3000 136.9275 141.9865 141.9884 141.9885

Vi har med hensikt valgt et forholdsvis grovt nett. Som tabellen viser, er det en
vesentlig forskjell pa ngyaktigheten mellom Euler-skjemaet og Heun-skjemaet,
dvs.: mellom en 1. ordens metode og en 2. ordens. Vi ser at Euler-skjemaet
henger etter ved at her er z-verdien fremdeles lik 0 for ¢ = 0.49.

Dessuten ser vi at RK4-verdiene er nesten identisk med de analytiske.
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Eksempel 1.7 Partikkelbevegelse i to dimensjoner

A F, V i
//¢/

Y v,

v, m |
g
a
>
X
Figur 1.14
v er absolutthastigheten, vy = fluidens hastighet, v, = v — vy er relativ-

hastigheten, o = elevasjonsvinkel, vg er starthastigheten og ¢ er vinkelen mel-
lom z-aksen og v,..

F| er lpftekrafta p.g.a partikkelens rotasjon (Magnus-effekten) og star lodd-
rett pa v,. Med den gitte retningen roterer partikkelen(legemet) mot urviseren.
(backspin). Rotasjon med urviseren (topspin) er typisk for tennis og bord-
tennis. Fp er fluidmotstanden mot bevegelsen og er parallell med v,. Disse
kreftene er gitt ved

2 (1.5.4)

Cp er drag-koeffisienten, C, er lgft-koeffisienten, A er arealet av partikkelens
projeksjon i fartsretningen og pr er fluidens densitet.

Newtons lov i z- og y-retning gir:

dd% - _pf%%?(CD - cos(¢) + Cr sin(¢)) (1.5.5a)
d A
% = pro—r(CL - cos() — Cpsin(¢)) — g (1.5.5b)

Fra figuren:

cos() = -, sin(9) =~

Wy Uy

Antar dessuten at partikkelen er en kule, slik at C' = pf% = fp’% som i

eksempel 1.2. Her er d kulas diameter og p; kulas densitet.

(1.5.5) blir na:
dve

o —C - v (Cp * Urg + CL - Upy) (1.5.6a)
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dvy
dt

Med g—f = v, 0g % = vy fas fglgende system av 1. ordens ligninger:

=C v (Cr Vg —Cp-vry) — g (1.5.6Db)

dx
dt
dy
dt

dvg
o _ —C - v (Cp - Urz + CL - Upy)
dt
dvy

dt

:/UCZ?

:’U,y

(1.5.7)

:C'UT(CL'Urm_CD'UTy) -9
Innfgrer fglgende notasjon:

T=Y1, Y=1Y2, Ux = Y3, Uy =Y4
slik at (1.5.7) blir:

dy
dt
dys
dt
dys
dt
dys
dt

= Y3

=Ya
(1.5.8)

= —-C -’UT(CD * Urg +CL : U""y)
:C‘UT(CL’UTCE_CD'UTZ/)_Q

Her er: vpy = Vg — Vpz = Y3 — Vfg, Ury = Uy — Ufy = Ya — Vfy,
Up = \/U%x +U1gy

Initialbetingelser for ¢ = 0:

r=y=0 = n=y2=0
vy = vgcos(a) —  y3 = vpcos(a)
vy =wvosin(a) — y4 = vosin(a)

Glatt kule uten lgft

Bruker en ball med fglgende data:

6m

—5 = 1275kg/m?

(1.5.9)

Diameter d = 41mm, masse m = 46g som gir py =

Bruker utgangs-hastighet vg = 50 m/s og lgser (1.5.8) med rk4c.

Beregningen er gitt i Matlab-programmet sballrk4c. Cp beregnes av pro-
grammet CDkule. Andre data er gitt i programmet.
Resultat fra beregningen for forskjellige verdier av « er vist i figur 1.15
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Uten luftmotstand far vi som kjent x,,q..s for a = 45°. I dette tilfellet fas
Timaks 10T o =2 45°.

Beregning av nedslagspunktet.

Da vi bruker en beregningsrutine med konstant tidskritt, ma vi interpolere for
a finne tiden nar ballen treffer bakken, dvs. for y = 0.

Bruker indeks 1 pa det siste punktet for ballen treffer bakken og indeks 2 pa
det forste punktet etter at ballen har passert y = 0.

Bruker fgrst lineser interpolering:

y=y+y1-7, T=1—11 ogmedT:Té for y = 0 far vi: Tl:—g (1.5.10)

Y1

Dersom vi antar konstant akselerasjon a mellom tidspunktene ¢; t9, kan vi
finne en forbedret verdi fra den velkjente kastligningen:

1
y:y1+y’1-7+§a-72
. . . 1.5.11
g 20 _ Ay ( )
to — t1 At
a er her den midlere akselerasjonen.
Med 7 = 719 for y = 0 far vi fra (1.5.11):
1 , 1 7
10 = —[y1 + =a - ()%]/91 = $(1 — za-2) (1.5.12)
2 2 %

Merk at istedenfor a lgse 2. gradsligningen, har vi satt inn fra (1.5.10) i det
kvadratiske leddet 72 da 72 < 7. I programmet vil verdiene ved tiden ¢, veere
kjente. Verdiene for tiden t; beregnes ved & integrere baklengs ett tidskritt.
Dersom vi bruker ode45 til a lgse ligningsystemet, er det ikke ngdvendig &
utfere interpoleringen da ode45 har innebygd lgsningsrutiner for nullpunkts-
bestemmelse. (Events). Dette er vist i programmet sball45v1.

Utgangshastighet = 50m/s
T

40 60 80 100 120
x(m)

Figur 1.15
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Golfball

Bruker en golfball med dimensjon og vekt som gitt i (1.5.9). I dette tilfellet
ma vi ta med lgft. Dessuten vil drag-data for en golf ball veere helt forskjellig
fra den glatte kula. Figurene 1.13a,b nedenfor viser drag-og lgft-data malt
i vindtunnel av P. W. Bearman og J. K. Harvey [2]. Cp og C er na ogsa
funksjon av ballens rotasjonshastighet, her utrykt ved antall omdreininger pr.
minutt (o/min rpm).

Figur 1.16

Liftdata

Figur 1.17



38 KAPITTEL 1. STARTVERDIPROBLEMER FOR ODL

Velger et eksempel med o/min = 3500 og utgangshastighet vy = 50m/s.

Utgangshastighet = 50.0 m/s . Spinn = 3500 o/min
50 T T 1

I I
golfball heltrukket
45 glatt kule stiplet 7
30°

40

35

30

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
x(m)

Figur 1.18

Figuren er beregnet med programmet sball45v2 og golf45v2. Vi ser at golf-
ballen gar mye lenger enn den glatte kula, hovedsakelig p.g.a. lgftet, men ogsa
p.g.a. mindre drag.

Eksempel 1.8 Ikke-linezr svingning

X |
|
m
o
k I F, =(kahsina
<—
/F=k-A/
Figur 1.19

Figuren viser en masse m som kan bevege seg friksjonsfritt pa et horisontalt
underlag. En lineser fjzer med fjeerkonstant k& er festet til massen. Fjeera har
lengde [ i ustrukket tilstand (nar massen er i origo).
2
Newtons lov gir: — F, = 'md—qu
dr?
Av figuren far vi:

F, =ksin(a) - Al, Al =+v/22+1%2—1 og sin(a) = °

VT B
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Innsatt ovenfor gir dette fglgende svingeligning:

d*x kx
T N W/ N R A
mos + =7 (Va2 4+12-1)=0 (1.5.13)
Innfgrer dimensjonslgse stgrrelser:
k
u= % = tan(a), w? = T t=w-7 (1.5.14)
(1.5.14) innsatt i (1.5.13) gir:
d? 2
CU L (V1+u2-1)=0 (1.5.15)

dt? 1+ u?

Bruker folgende startbetingelser: u(0) = —ug, up > 0, 2%(0) =0

Det er ingen begrensninger pa sterrelsen av ug.
Sma utslag

Dette betyr |u| < up < 1. Med denne antagelsen blir (1.5.15):

e

3 _
du

Legg merke til at (1.5.16) er fremdeles er ikke-linezer selv for sma utslag.
Dette i motsetning til f.eks. den matematiske pendelen der begrensning til
sma utslag gir en lineger ligning.

(1.5.16) lar seg lgse analytisk med bruk av elliptiske funksjoner. (Se appendiks
G, innledning).

For (1.5.16) er hele perioden gitt ved:

4 1. 7.416292..

T=— K(=)= 1.5.17
L oK)= (15.17)
/2 do
der K(k) = / er det fullstendige elliptiske integral av 1.
0 1 — k2sin?(0)

slag.

Matlab-programmet nonlinvib lgser (1.5.15) og (1.5.16) for en gitt verdi av
ug. Figuren viser et tilfelle med ug = 0.2. Lgsningen av (1.5.16) er betegnet
uq. Beregningen er stoppet nar u = 0 (origo) slik at figuren gjelder for en
kvart periode. Avvik i perioden er bare 1.16% for det viste tilfellet, mens det
gker til 19.7% for ug = 1.0.
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40

=37.517

Period

Nonlinear Vibration.

0.05

Figur 1.20

STIVE LIGNINGER

1.6.1 STABILITET AV EKSPLISITTE RK-METODER

1.6 STABILITET.

exp(ix)

Funksjoneny

2.5

1.5

0.5

03 04 05 06 07 08 0.9
X

0.2

0.1

Figur 1.21
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La oss se pa fplgende modell-ligning;:

y'(z) = A y(z)
y(0) =1

med analytisk lgsning:
y(z) = e, X er en konstant

Figuren ovenfor viser y(xz) med A =1 og A = —2

Eulers metode
Bruk av Eulers metode pa (1.6.1) gir:

Yn+1 = (1 4+ Ah) yn, h=Az, n=0,1,2,...

Skriver ut (1.6.3): y1 = (1 + Ah) yo

som gir:
Yn = (1 + Ah)" yo, n=123,...

Se ogsa eksempel A.8, del A.4, appendiks A.

41

(1.6.1)

(1.6.2)

(1.6.3)

(1.6.4)

Den analytiske forsterkningsfaktoren G, for dette eksemplet er gitt ved:

Go = Y(@n+1) = exp[Aan+1 — 2p)] = M =1+ A+ ()‘h)2/2 o

1. For A >0

(1.6.5)

I dette tilfellet er det ingen problemer med & bruke (1.6.4). Men det
er klart at vi ma bruke mindre og mindre h for en gitt ngyaktighet for
gkende z-verdi. Vi ma derfor operere pa et intervall 0 < x < Tz

2. For A< 0
Setter A = —a, a > 0, slik at (1.6.4) blir:
Yyn = (L = ah)" yo
Da v, skal avta med gkende n, ma vi ha:
[l —ah|<1— —-1<1-—ah<1som gir:

0<ah <2, a>0

(1.6.6)

(1.6.7)
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Vi sier at skjemaet er absolutt stabilt (A-stabilt) nar (1.6.7) er oppfylt.
Eksempelvis ma h < 0.02 for o = 100.

Vi ser at Euler-skjemaet i (1.6.3) ogsa kan skrives:

yn+1:G'yn
n 1.6.
G =" = 14 A (1.6.8)

G kalles den numeriske forsterkningsfaktoren. Her blir G > 1 for A > 0 og
G < 1 for A < 0. (Sammenlign med (1.6.5)).
(1.6.4) kan na skrives:

yn = Gy, n=0,1,2,... (1.6.9)
For en avtagende lgsning (A < 0 ) ma vi ha:
|G| < 1 som for (1.6.10)

Fra (1.6.9) ser vi at lgsningen vil oscillere dersom G < 0 , noe vi vil unnga.
G > 0 betyr 1 — ah > 0 som er det samme som ah < 1

Har da fatt felgende resultat:

Euler-skjemaet brukt pa modell-ligningen er absolutt stabilt for

0 < ah <2, a>0.Vifar oscillasjoner i intervallet 1 < ah < 2, a > 0.
Eksempelvis vil vi for for & = 10 ha stabilitet i intervallet 0 < h < 0.2 samt
oscillasjoner i intervallet 0.1 < A < 0.2. Dette er ikke noe strengt krav. Kravet
til rimelig ngyaktighet krever en adskillig mindre A enn dette.

Heuns metode
Bruk av Heuns metode pa (1.6.1) med A = —a, a > 0 gir:

Prediktor: y? \ =yn +h- frn=(1—ah) y,

h . 1 ) (1.6.11)
Korrektor: yp+1 = yn + 5 (f+frp)=0—ah+ §(ah) ]
eller: .
G:y?4:1—ah+5mm2 (1.6.12)
Stabilitetsbetingelsen er:
Gl <1 (1.6.13)

Grenseverdi: )
Gzlzl—ah+§(ah)2—>ah:2

Stabilitetsbetingelsen blir da:

0<ah<?2 (1.6.14)



1.6. STABILITET. STIVE LIGNINGER 43

Dette er den samme betingelsen som for Euler-skjemaet.
Her er alltid G > 0 slik at vi ikke far oscillasjoner.

Selv om Heun-skjemaet er et 2. ordens skjema, har det samme stabilitets-
omradet som Euler-skjemaet. Na vet vi at Eulers metode er Runge-Kutta av
orden 1 og Heuns metode er Runge-Kutta av orden 2.

La oss undersgke om hgyere ordens RK-skjema har stgrre stabilitetsomrade.

Den analytiske lgsningen av modell-ligningen (1.6.1) er gitt ved:

2 3 n
y(x):ekx:1+)\x+()‘ﬂ+o‘ﬂ+...+&+... (1.6.15)
2! 3! n!
Dersom vi erstatter Az med Ah, far vi den tilsvarende lgsningen av differan-
seligningen der Eulers metode (RK1) tilsvarer de to forste leddene, Heuns
metode (RK2) de tre forste, RK3 de fire forste leddene og RK4 de fem forste.
Vi skriver da:

(B2 WP

G =1+t R

,n=12....5  (16.16)

La oss konsentrere oss om lgsningene som avtar, dvs. A < 0. Dette betyr at
|G| < 1. Vi har funnet fra (1.6.7) at 0 < ah < 2, > 2 eller

—2< )M <0 (1.6.17)

for bade Eulers og Heuns metode.

Hva med RK3? Her blir G = 1+ M+ 8% 4 QW% g @) < 1.

Grenseverdiene finnes ved a sette G = +1 som for reelle rgtter blir:

— 25127 < Ah < 0 (1.6.18)

For RK4 far vi tilsvarende: G = 1+ \h + ()‘;)2 + ()‘;)3 + ()‘f!)4 som med G =1
gir for de reelle rgttene:
—2.7833 < A <0 (1.6.19)

Vi kan da fastsla at nar det angar stabilitet, er det ikke mye & hente ved
a ga til hgyere orden med eksplisitte Runge-Kutta metoder. Ovenfor har vi
antatt at A er reell. For hgyere ordens ligninger og system generelt, kan A vaere
kompleks. Dersom vi tar med de komplekse rgttene, blir stabilitetsomradene
som vist i figuren nedenfor.
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Stabilitetsomrade for eksplisitte RK-skjema

/"/ . \

A
e
\

/ g
]

&
—

kS

imaginaer-del avih
°

, N

A

N\

. \§\ \
AN

/

0
real-del av Ah

&
0

Figur 1.22

Vi gnsker selvfslgelig at skjemaet er absolutt stabilt i hele det venstre halvpla-
net. Et slikt skjema kalles strengt absolutt stabilt eller rett og slett L-stabilt,
der L henviser til left (venstre). Det finnes ingen eksplisitte metoder som er
L-stabile, hverken RK-metoder eller andre metoder. Vi méa da se pa implisitte
metoder der vi gir noen ekle eksempler i avsnitt 1.6.3

1.6.2 STIVE DIFFERENSIALLIGNINGER
Ser deretter pa en lineser 2. ordens ligning med konstante koeffisenter:
v (z) = My (x) + \y(z) (1.6.20a)
med lgsning: y(z) = C1e%1% 4 CpeP2® (1.6.20b)

[B1 og B2 bestemmes fra den karakteristiske ligningen:

BE—XNB—-A=0 (1.6.21a)

AL /A F 4
2
Kan ogsa skrive (1.6.20) som et system med 3/(z) = v(x):

v =)L) 1622

med lgsning: B12 = (1.6.21b)
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B1 og P2 finnes na som egenverdiene av koeffisientmatrisa i (1.6.22):

det G 1 = 0 som gir % — A\ — A =0som i (1.6.21a)
A M —=p

La oss na bruke Eulers metode pa systemet i (1.6.22)
Vi far:
Yn+1 = Yn + oy

Un+1 = (1 + )\lh)vn + Ahyy,

AYn+1| _ 1 h | Yn
eller som system: |:Un+1:| = [/\h 14 )\1h:| [UJ (1.6.23)

Lgsningen av (1.6.23) kan skrives:
yn = Ao + Ao, n=0,1,2,. .. (1.6.24)

der o1 og o9 er egenverdiene av koeffisientmatrisa i (1.6.23) og er konstanter
som bestemmes fra startbetingelsene. (Se appendiks A.4).

. l1-0 h - .
Egenverdiene finnes fra det [ M 14 A — a] = 0 som utmultiplisert gir
den karakteristiske ligningen:

02— (A +2)o + 1+ \h— A2 =0 (1.6.25a)

h
med lgsning: 012 =1+ 3 [)\1 +4/A% + 4)\] (1.6.25b)

Som i (1.6.8), kan vi ogsa her innfgre forsterkningsfaktoren G som na blir en
matrise. Skriver (1.6.23) pa folgende mate:

Yl =G.Y" (1.6.26a)

der Y2t = v]"" - |t b gy = u]" (1.6.26b)
v ’ Ah 14+ Mh v e

I egenverdirommet blir forsterkningsmatrisa en diagonalmatrise:

|1 h op 0
G_[Ah 1+>\1h]_>[0 02]
B1 og B2 1 (1.6.21b) kan veere reelle (positive og negative) og komplekse. Der-

som realdelen av begge rgttene er negative, vil lgsningen — 0 nar x — co. Det
samme ma da gjelde for o1 og o9 ovenfor.



46 KAPITTEL 1. STARTVERDIPROBLEMER FOR ODL

Eksempel 1.9 Dynamisk system med sterk dempning

—> X(t)
k
= /
¢ O
Figur 1.23

Figuren viser en masse koplet til en fjeer og en demper. Differensialligningen
for systemet er gitt ved:

d’X dX

dX
Velger folgende startbetingelser: X (0) = Xo, d—(()) =0 (1.6.27b)
T

Innfgrer dimensjonslgse stgrrelser:

X [k c
= — =4\/—, t= = 1.6.28
z X()’ We m’ WeT, ¢ M. ( )

(1.6.28) innfert i (1.6.27) gir folgende ligning:

d*x dx
— +2(— = 1.6.2
dt2+cdt+x 0 (1.6.29a)
. dz
med startbetingelser: z(0) = 1, E(O) =0 (1.6.29b)
Analytisk lgsning av (1.6.29) for ¢ > 1 (overkritsk tilfelle):
z(t) = A- Pt 4 B. P2 (1.6.30a)
der 81 og [y finnes fra (1.6.21): B =(+ /(2 —1, fa=—C—+/(2 -1
(1.6.30D)
For ¢ > 1 far vi folgende tilnsermelser:
1 1 1 1 1
2 1rC— — fim—— Bor—2+ — Amld4— B=——
C C 2C7 51 2<7 52 C+ 2<a +4C27 4<2
(1.6.30c)
som gir fplgende tilnsermede lgsning av (1.6.30):
x(t) = l’l(t) e Jfg(t)
der " ]
t
r1(t) = (14 —) e 2, zo(t) =~ — 2t (1.6.31)
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La oss velge ¢ = 100 og anta at 0 <t < 20.

Innsatt i (1.6.31):
x1(t) = 1.000025 - e %0095 " 20 (+) = —0.000025 - e~ 20% (1.6.32a)

21(0) = 1.000025, z2(0) = —2.5-107°
£1(20) = 0.9049, z(20) = —1.7 - 1071742

For t = 20 er xo i praksis lik 0. Allerede for ¢ = 0.0345 er zo redusert fra
—2.5-107 til ca. —2.5-1078.

(1.6.32b)

Vi er na interessert i & se hvordan Eulers metode takler denne ligningen.
Lgsningen av den tilhgrende differanseligningen fra Eulers metode er gitt i
(1.6.24):

Tp = A1o? + Ago, n=0,1,2,. .. (1.6.33)

med o og o3 fra (1.6.25b): 012 =1+ % [Al + /)% —1—4)\]
som innsatt for \; = —2¢ og A = —1 gir:

o1 =1+h- [—<+\/C2—1}, Gy =1 — - [—g+\/¢2—1] (1.6.34)

Vi kan rekkeutvikle (1.6.34) for store (-verdier, men velger a sette inn direkte
¢ = 100 som gir:
01~1-0.005-h, oo ~1—-200-h (1.6.35)

Stabilitetsbetingelsen er na:
‘01‘ <1, ’02| <1
Fra (1.6.35) ser vi at den siste er den kritiske, slik at vi far:

11— 200k <1 — h < 0.01 (1.6.36)

Eksempel 1 med At = 0.009 og 0.011

1.0005

1\

W\/\AAA

T
V \ T\

0.9985
|
0.998
0.9975
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
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Figur 1.24

Figuren viser at vi far kraftig gkende oscillasjoner allerede for

h = At = 0.011, mens vi for At = 0.009 far en lgsning med relativ feil ~ 5.0 -
1076 for t = 0.22. For Eulers metode er ikke betingelsen h < 0.01 noe strengt
krav. Dersom vi for eksempel gnsker & bestemme x5, ma vi bruke adskillig
mindre skrittlengde enn 0.01. Saken stiller seg helt annerledes dersom vi vil
bruke RK4. Vi aksepterer at vi ma bruke liten skrittlengde for & bestemme 5.
Men etter ¢ = 0.0345 er x5 blitt sa liten at vi derfra bare er interessert i x1. Med
en skrittlengde pa 0.01 betyr dette at vi ma bruke ca. 2000 skritt pa intervallet
[0 20] pa a beregne x; som er en glatt funksjon pa dette intervallet. Na er
riktignok stabilitets-intervallet noe stgrre for RK4, men likevel er ca 1400 skritt
mer enn vi kan akseptere. Vi har her et typisk eksempel pa en stiv ligning. |
vart tilfelle har vi stor forskjell mellom de to tidskalaene der den ene lgsningen,
her zo, dgr raskt ut, men likevel bestemmer skrittlengden for beregningen av
den langsomst varierende komponenten; her x;. Alle eksplisitte RK-metoder
har denne type problemer med stive ligninger og blir derfor kostbare i bruk. For
a vise dette, kan vi f.eks. lgse (1.6.29) med bruk av Matlabs ode45. Nedenfor er
vist utsnitt fra en utskrift der beregningen er utfgrt pa intervallet 0 < ¢ < 20.
Beregningen er utfsrt med relativ feiltoleranse = 10~ og absolutt feiltoleranse
1078, Vi ser at ode45 velger en skrittlengde pa ca. 0.02 , mye mindre enn det
som er ngdvendig for a oppna kravene til ngyaktighet. (Beregningen er utfert
med parameteren refine = 1)

t X T
19.7790 9.0586e-001 -4.5294e-003
19.7934 9.0579e-001 -4.5291e-003
19.8078 9.0573e-001 -4.5287e-003
19.8254 9.0565e-001 -4.5283e-003
19.8452 9.0556e-001 -4.5279e-003
19.8633 9.0548e-001 -4.5274e-003
19.8779 9.0541e-001 -4.5271e-003
19.8915 9.0535e-001 -4.5269e-003
19.9073 9.0528e-001 -4.5265e-003
19.9265 9.0519e-001 -4.5260e-003
19.9461 9.0510e-001 -4.5256e-003
19.9622 9.0503e-001 -4.5252e-003
19.9758 9.0497e-001 -4.5249e-003
19.9901 9.0490e-001 -4.5246e-003
20.0000 9.0486e-001 -4.5244e-003

Antall skritt = 1223
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Eksempel 1.10 Stgvutskiller
d

(0]
6 R A Detalj

/
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stov - | < y
partikkel
|
R ' sentrifugal -
o s kraft
|
| \ Ve
b O
|
\i Z
b

Figur 1.25

Eksemplet beskriver en (noe forenklet) sentrifuge for stgvutskilling. Sentrifuga
bestar av en indre roterende sylinder med radius R samt en ytre stasjonser
sylinder med radius R + b. Gassen som skal renses, kommer inn ovenfra og
fyller spalten mellom sylindrene. Sentrifugalkrafta sgrger for at partiklene blir

utskilt fra gassen.

Figuren er en forenklet versjon av en modell som har vert laget.

Pa den

virkelige modellen var sylindrene erstattet av kjegler og partiklenes bevegelse

var tre-dimensjonal. Data nedenfor er hentet fra denne modellen.

w = 1007 /s fgass = 1.8 - 1075 Pa-s d=10"%m
b=0.0lm pp = 2500kg/m?3 R =0.0lm
CD:% for Re ~ 1 der Re:y%d:—ypjgpg Angd2

Vi utfgrer en forenklet analyse av partikkelens bevegelse.
Bruker Newtons 2. lov i y-retning:

. 2 1

mp = mw (R +yp) — 5 g9, ApCp
Ordnet: e
. Hg .

jp = —=21p + wyp + w’R

d“pp

Eksempel pa initialbetingelser:

Yp =1Yp =0fort =0
Innsatt for de gitte data:

p = —129600 - g, + 98696 - y,, + 9869.6

(1.6.37)
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Homogenlgsning:
yg = APt + BeP?

der 81 = 0.76153 ~ 0.8 og 2 = —129600.762 ~ —129600 fra (1.6.21b) Parti-
kuleerlgsning:

Yot = —0.1

Initialbetingelsene ovenfor gir fglgende verdier for A og B:

1
A= ——— =0.099999 ~ 0.1, B = By 5876107 ~ 6.0 10~
10 (1 - ﬁ) Ba
B2
Totalt:
Yp ~ 0.1 (™ +6-1070 . 7 1290001) 1 (1.6.38)

Vi ser at leddet e~ 129690 dgr ut sveert fort. Dersom vi neglisjerer dette leddet,
blir lgsningen: y, ~ 0.1(e?8! — 1). Dette tilsvarer & neglisjere ij,-leddet i den
opprinnelige differensialligningen, dvs.: Vi gar fra en 2. ordens ODL til en 1.
ordens.

Vi har igjen en lgsning der det er stor forskjell mellom tidskalaene.
Fra (1.6.25b):

h /2

0'172:1—{—5 A1 )\1—|—4)\
som innsatt for A\; = —129600 og A = 98696 gir:
o1 ~=1+h-0.762, o9 =1 —h-129601 (1.6.39)

Stabilitetsbetingelsen er som for: |o1| < 1, |oa] <1
Fra (1.6.39) ser vi at den siste er den kritiske, slik at vi far:

|1 —129601-h| <1 — h < 1.543-107° (1.6.40)

Selv om lgsningsintervallet er mye mindre enn i eksempel 1.4, er stabilitets-
intervallet tilsvarende mindre, slik at vi ogsa i dette tilfellet har et eksempel
pa en stiv differensialligning.
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12X10-4 Eksempel 2 med At = 1.58e-5
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Figur 1.26
Figuren viser at vi far kraftig gkende oscillasjoner allerede for
h = At = 1.58 - 1075, mens vi for At = 1.5-107° far en lgsning med relativ

feil ~ 5.0-1076 for ¢t = 1.2 - 1073. Med samme krav til ngyaktighet som i
eksempel 1.4, bruker ode45 4096 skritt i dette tilfellet.

1.6.3 IMPLISITTE METODER
Baklengs Euler

Vi har na sett at de eksplisitte RK-metodene har problemer med stive diffe-
rensialligninger. La oss se pa en 1. ordens diff-ligning;:

Y (@) = f(z,y) (1.6.41)
y(zo) = yo

Istedenfor foroverdifferanser for den deriverte, bruker vi na bakoverdifferanser
som fra tabell 1.2 blir:

Yn — Yn—1

Y (z,) = —  * O(h), som innsatt i (1.6.41) gir:
Yn — Yn— Yn+1 — Yn
T = () = T = (g1, Yot)
h h
eller ordnet:
Ynil =Yn +h- f(:l:'rl-‘rlu yn-H) (1'6'42)

Skjemaet i (1.6.42) kalles av naturlige grunner baklengsEuler — skjema og
er som forlengs Euler en 1. ordens metode. Vi ser dessuten at dette er en
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implisitt metode da diff-ligningen i (1.6.41) generelt er ikke-lineser og skje-
maet kan derfor bare generelt lgses eksplisitt m.h.p. y,+1 for linesere ligninger.

Vi bruker na dette skjemaet pa modell-ligningen gitt i (1.6.1):

Untl = Yn + b - A Yny1 som lgst m.h.p. yp41 blir:

1

Yokl = T = Y = Ay "=0L2 (1.6.43a)
Forsterkningsfaktoren G er na:
G- (1.6.43b)
1—XAh
For negative A\: A= —a, a > 0:
Yn = (1—1ah)” =G", n=0,1,2,... (1.6.44)

Da nevneren alltid er positiv, er skjemaet i dette tilfellet alltid stabilt for
negative A. For positive A-verdier far vi problemer nar Ah — 1. Dette gjen-
speiler problemet med ngyaktighet av lgsningen for store verdier av positive
A da Igsningen i dette tilfellet er y(z) = eM.

Legg merke til at vi var istand til & lgse m.h.p. y,41 fordi ligningen er lineger.
La oss se pa en ikke-lineser ligning;:

Y (z) = tan (y(z))

med lgsning:

y(z) = arcsin (62)

Yntl = Yn + h- tan(yn+1)

Baklengs Euler-skjema:

Vi ser at at vi ikke kan lgse m.h.p. y,41 analytisk i dette tilfellet.

Trapesmetoden

Trapesmetoden er rett og slett korrektoren i Heuns metode. For (1.6.41) blir
korrektoren:

h
Ynt+1l = Yn + 5 [f(xm yn) + f(xn-‘rlv yn-‘rl)] (1‘6-45)

Anvendt pa modell-ligningen i (1.6.1):

h
yn+1:yn+§'[)"yn+)\'yn+1]
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som lgst m.h.p. y,41 blir:

2+ Ah

Forsterkningsfaktoren:

2—Ah

Vi er forst og fremst interessert i negative A-verdier: A = —a, a > 0, slik at
G blir:

(;__<2'%Ah> (1.6.46D)

_2—ah
- 2+ah

Betingelsen |G| < 1 er na alltid oppfylt. Kan ha oscillasjoner for
G<0—=ah>2

Baklengs Euler brukt pa eksempel 1 og 2

Vi starter med modell-ligningen i (1.6.20):

y"(z) = My (x) + M\y(z) og skriver den som et system:

V'(z) =Ao(@) + Ay(x)

Dette er et linesert, algebraisk system som kan lgses m.h.p. yn+1 0g vpnt1:

Yn+1| _ l 1—XMh h | Yn 4 B 5
[Un—i-l} B [ A 1] |, |t BT A=A (1.6.47)
Forsterkningsmatrisa:
1 (1—M\h h] [1—/\1h h
G:[ = &% (1.6.48)
B Ah 1 21

Beregner egenverdiene o1 og o2 av G pa vanlig mate:

1-Mh o h
det(G — oI) = det [ B . B ] = 0 som gir:
B B9
1 [ Mh =2+ hy/A7 +4)
e 1t (1.6.49)
’ 2 AR2 + Mh—1

TILFELLE 1

Her er A\ = —2(, A = —1 som innsatt i (1.6.49) gir:

1+h(§i¢?i7>

1+ 2Ch + h2

012 =
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Vi ser at |o1| og |o2] < 1 for ¢ > 1. Spesielt for ¢ = 100:

1+ 200h 145107 h

T T 200n+ 12 72T 112000 1 B2

TILFELLE 2

Her er A\ = —129600, A = 98696 som innsatt i (1.6.49) gir:

1—-0.7615h 14129601 - h
= o9 R
1+ 129600k — 98696h2 ~ >~ 1+ 129600h — 9869612

a1

Vi ser at |o1] < 1 mens |og| er litt stgrre enn 1. Dette er i overenstemmelse
med den analytiske lgsningen i (1.6.38).

Vi har sett at implisitte metoder er overlegne de eksplisitte metodene for
stive ligninger. Dette er ikke begrenset til de skjemaene vi har betraktet,
men gjelder generelt. Et problem med de implisitte skjemaene, er at vi i det
generelle tilfellet ma lgse ikke-lingere algebraiske ligninger, slik at et skritt for
en implisitt metode er mer kostbar enn for en eksplisitt metode. Metodene vi
har nevnt ovenfor, er enkle spesialtilfeller av mer effektive. Vi har presentert
dem som RK-metoder, men de tilhgrer ogsa en familie av flerverdi-metoder
som er knyttet til navnene Adams og Moulton. Baklengs Eulers metode er
f.eks. en 1. ordens Adams-Moulton-metode.

Adams-Moulton-formeler utvidet til lgsere for stive ligninger, kalles
<backward differentiation formulas>> (BDF), og mange kjente ligningslgsere
bruker disse formlene. Matlabprogrammet odel5s er basert pa BDF-formler.

Eksemplene vi har brukt ovenfor, kommer fra linesre ligninger med konstante
koeffisienter. I disse tilfellene kan vi bruke metodene ovenfor til & avgjgre om
ligningen er stiv under forutsetning av ligningen ogsa er homogen. I et mer
generelt tilfelle, méa vi ogsa la koeffisientene veere variable, samt ogsa a ta
hensyn til en eventuell partikuleer lgsning. En mer pragmatisk mate er a fgrst
bruke ode45, titte pa utskriften og skifte til f.eks. odel5s dersom lgseren
bruker uforholdsmessige sma skritt nar lgsningen er glatt.

Eksempel 1.11 Eksempel pa en singulser differensialligning
Ligningene i eksempel 1.4 og 1.5 er av typen
ey’ + fly,y,2) =0 (1.6.50)
der ¢ er liten.

Nar e — 0, vil y” forsvinne og bare en randbetingelse kan oppfylles. En slik
differanseligning kalles singuleer. (En diff.-ligning kan veere singulaer pa flere
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mater). I forbindelse med startverdiproblemer, har vi sett at denne typen lig-
ninger forer til stive diff.-ligninger nar koeffisienten foran den hgyeste deriverte
blir liten. La oss se pa denne typen ligninger i forbindelse med randverdi-
problemer.

En enkel versjon av (1.6.50):

ey’ —y' =0 (1.6.51)
med randbetingelsene y(0) =0, y(1) =1

(1.6.51) har den analytiske lgsningen
et/e —1

T (1.6.52)

y(z) =

Grensesjikt ved x = 1

Figur 1.27

Figuren viser (1.6.52) for noen verdier av . For € — 0 far vi et grensesjikt av
tykkelse € ved y = 1. Ligning (1.6.51) oppforer seg som grensesjikt-ligningene
i stremningsmekanikken. I de virkelige

grensesjiktligningene er ¢ = é som indikerer at det kan vare et sjikt naer
en vegg for store Reynoldstall. Ligninger av grensesjikttypen er vanskelig a
behandle numerisk nzer rendene der sjiktet (sjiktene) opptrer. Vi ma her bruke
fint nett og/eller analytiske transformasjoner for a fa tilstrekkelig opplgsning.
Legg ogsa merke til at vi har x/¢ i lgsningen. For sma verdier av € betyr dette
at ligningen oppferer seg som om randa x = 1 har forskjgvet seg til x = 1/e.
Dette har betydning ved skyteteknikk, se kapittel 2, der vi forsgker & lgse
randverdiproblemer ved bruk av startverdimetoder.
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1.7 LITT OM RK-METODER MED VARIABEL
SKRITTLENGDE

De RK-skjemaene vi har beskrevet, har alle veert med konstant skrittlengde.
Det er innlysende at det vil veere fornuftig med et skjema der skrittlengden
varierer, slik at det bruker sma skritt der lgsningen er bratt og store skritt
der Igsningen er slakk.

En fremgangsmate er & bruke to skjema, ett av orden p og ett av orden p+ 1,
estimere den lokale feilen utfra disse to beregningene, og slik finne om det er
ngdvendig & minske skrittlengden, eventuelt gke den. Dersom vi bruker RK4
som eksempel, trenger vi 4 funksjonsberegninger pr. skritt mens RK5 behgver
6 funksjonsberegninger pr. skritt. Dessuten bruker RK5 andre delskritt enn
RKA4.

I perioden 1957 til rundt 1980 ble det arbeidet intenst med dette problemet,
knyttet til navn som f. eks. Merson, Zonnenveld, England og Fehlberg. Ett
av disse skjemaene (Fehlberg 1969-70) ble spesielt populeert da det ble brukt
i et Fortran-program kalt RKF45, skrevet av Watts og Shampine i 1975-76.
(Listing av RKF45, skrevet i Fortran 66, finnes i Forsythe [7])

Dette skjemaet utforer 6 funksjonsberegninger pr. skritt. Fire av disse ver-
diene kombineres med ett sett av koeflisienter som gir en 4. ordens metode.
Deretter kombineres alle seks verdiene med et annet sett av koeffisienter som
gir en 5. ordens metode. Utfra dette fas et feilestimat som kan brukes til
skrittkontroll.

Fehlberg optimaliserte sine koeffisienter for en 4. ordens metode. Men da man
hadde for handen verdier for en 5. ordens metode, forsgkte man a bruke disse
verdiene i den videre beregningen (lokal ekstrapolering).

Dormand og Prince (1980) gav et slikt sett av koeffisienter som er mye brukt,
blant annet i Matlabprogrammet ODE45 (som egentlig burde kalles ODE54).

Et av problemene som oppstar med disse programmene brukt pa glatte
lgsninger, er at skrittlengden blir sa stor at det er vanskelig & lage et skikkelig
plott. Pa de tidlige versjonene brukte man derfor & spesifisere en minste
og en storste skrittlengde som programmet kunne bruke. Det viste seg at
programmene opererte darlig nar de ikke fikk bruke sin naturlig skrittlengde.
Det ble derfor utviklet interpolerings-rutiner som interpolerer mellom de
beregnede verdiene med samme ngyaktighet som de beregnede. De aller fleste
programmene som brukes idag, har slike interpoleringmuligheter.

F.eks., dersom du bruker Matlabprogrammet ODE45 uten & forandre pa de
forhandsatte parametrene, blir ca. 3/4 av punktene beregnet ved interpole-
ring. (Styres av parameteren re fine, se Matlablefsa).

Flere detaljer finne i Shampine [11] og Hairer et. al [16].

La oss sammenligne Euler-skjemaet, vanlig RK4 og ODE45 ved a bruke dem
pa bevegelsen av et romfartgy i jord-mane-systemet. Detaljert utledning er
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gitt i appendiks J.

y romskip

1-
U H
Figur 1.28
Figuren viser et koordinatsystem med origo i massesenteret for jord-mane-

systemet og som roterer med jorda og manen.
Ligningene for romfartgyets bevegelse er gitt ved (fra lign. (J.0.21)):

. . 1-

x:w+2y—( 3’u)(x—m1)—%(m—x2)
1 T3

.. . 1-

yzy—Zw—[( 3”)+/§} Y
Ty T3

der —Ilzﬂzm, o =1—p=0.98787

Astronomen Robert R. Newton gjorde en rekke baneberegninger ved a starte
romfartgyet pa bortsiden av manen, naer overflata, med en liten hastighet i
negativ y-retning. Ett av disse banene ble brukt av Fehlberg og finnes ofte
gjengitt i litteraturen som et test-eksempel.

Startverdier:
xo9 = 1.2, 99 = —1.049357509830343
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Figur 1.29

Et program, orbitode, som finnes i mappa demos under Matlab, utfgrer
samme beregningen som vist ovenfor.

: Euler med 900000 skritt : :
- T~ Regnetid : 36.6 s
. ‘ onetd : | |
0 8 ______ 7 ___________ | r----- - - -~ r---- - - - - -~ L
1 1 \ RK4 med 3000 skritt |
I I id - I
046————/ _______________________ R¢et|d.0.37s L

0D§E45 med 76 skritt

04 p Relativ feil : 10

25 e e N e il e -~ Regnetid= 0.028's ~ -
AN g

Figur 1.30

Vi ser at regnetiden med bruk av Euler-skjemaet er rundt 37 sekunder med
900000 skritt, mens ODE45 utfgrer den samme beregningen pa 0.028 sekunder
med bruk av 76 skritt .



KAPITTEL 2

SKYTETEKNIKK VED
RANDVERDIPROBLEMER

2.1 LINEZARE LIGNINGER

Skyteteknikk er en metode til a transformere et randverdiproblem for en ODL
til et ekvivalent initialverdiproblem. Betegnelsen skyteteknikk” stammer fra
problemstillingen skissert i figur 2.1 nedenfor.

y A

> X

L
Figur 2.1

Finn den vinkelen « som gir en gitt skytelengde x = L. Dette er et randverdi-
problem der en betingelse er gitt for x = 0 og en for z = L. Ved & variere
«, virker det innlysende at dette problemet kan lgses nar L < L,,.ks. Vi skal
bruke tankegangen ovenfor pa problemer som ikke har noe med prosjektiler a
gjore.

La oss se pa et eksempel:
— (2.1.1)

med initialbetingelser:
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(2.1.1) har felgende analytiske lgsning:
y(z) = s - sinh(z) (2.1.2)

Vi vil fa en ny kurve y(z) for hver s-verdi vi velger. Figur 2.3 viser et eksempel
med s = 0.2 og 0.7.

Vi gnsker egentlig a lgse (2.1.1) med fplgende randbetingelser:

y(0) =0,y(1) =1 (2.1.3)

Fra (2.1.2) ser vi at dette problemet kan lgses ved a velge s = s* slik at

y(1) = s* - sinh(1) eller
1

Y= 2.14

* 7 Ssinh(1) (2.14)

I dette tilfellet er vi istand til & finne den analytiske lgsningen av bade

initial- og randverdiproblemet. Nar dette ikke er mulig, blir fremgangsmaten

i vart tilfelle a velge verdier av s helt til betingelsen y(1) = 1 er oppfylt. For

vilkarlige verdier av s blir da y(1) en funksjon av s.

La oss se pa et randverdiproblem for en 2. ordens lineer differensialligning:

y'(z) = p() - y'() + q(z) - y(2) + r(2) (2.1.52)

med randbetingelser:
y(a) =, y(B) =B (2.1.5b)

(2.1.6)

med randbetingelser gitt i (2.1.5Db)

Velger randbetingelsen y(a) = « som initialbetingelse. Trenger ogsa en initial-
betingelse for y'(a) = g(«) . Denne mangler, og for a kunne lgse (2.1.6) som
et initialverdiproblem, ma vi tippe en verdi for 3/(«) slik at randbetingelsen
y(b) = f blir oppfylt. Da (2.1.5) er en 2. ordens lineger differensialligning, er
det tilstrekkelig & beregne to verdier for s = g(a) = y/(«). Den rette verdien
finnes ved lineser interpolering. Merk at y(z) alltid er proposjonal med s nar
ligningen er lineser og homogen.

Setter

o(s) =y(b;s) — B (2.1.7)
der
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Den rette verdien s = s* er funnet nar
#(s*) =0 (2.1.8)

Fremgangsmaten blir: Vi tipper to verdier s og s' og beregner de tilhgrende
verdiene ¢ og ¢! fra (2.1.7) ved & lgse ligningsystemet i (2.1.6). Egentlig bor
vi skrive 5(©) og s(), men bruker s og s' nar misforstaelser (forhapentligvis)
ikke er mulig.

Den korrekte verdien for s finnes ved lineser interpolering som vist i figur 2.2.

¢ A

N — ¢d=k-s+0b
¢0
¢1
S*
>
& &\ S
Figur 2.2
(Zsl_d)o 81'¢0—¢1'80
d=k-stb k=35 b="— G

b
¢ =0 for s* = % som gir:

. sl 0 . s — @0s!
s = sl 485,05 = —¢' - (¢1_¢0> — S :W (2.1.9)
La oss ga tilbake til eksemplet i (2.1.1):
y' =y(x) (2.1.10)
y(0)=0, y(1)=1 -
med analytisk lgsning:
(z) = sinh(z)
yie) = sinh(1)
Skriver forst (2.1.10) som et system:
(@) = o) -
g (@) =y() -

Setter
¢(s) =y(l;s) — 1 (2.1.12)



62 KAPITTEL 2. SKYTETEKNIKK VED RANDVERDIPROBLEMER

der 5 = 3/(0) = g(0)
Randbetingelser: y(0) = 0,y(1) =1

Den rette verdien s = s* er funnet nar (2.1.8) er oppfylt.
Velger s% = 0.2 og s! =0.7.

Med disse verdiene for s og med Az = 0.1 , gir (2.1.10) med bruk av RK4
fglgende tabell:

m | s™ | ¢(s™)
0 [ 0.2]-0.7650
1|07 ]-0.1774

m som gvre indeks brukes her og senere som nummerteller, f.eks. iterasjons-
nummer.

Innsatt for tabellverdier i (2.1.9): s* = 0.8510

Ved a bruke denne verdien for s = '(0) far vi ¢(0.8510) = 0.0001

Korrekt verdi: y/(0) = Sh(D) = 0.8509
10 | | | | | | | 10
09 Differensialigning : y'(x) =y - 0.9
Randbetingelser : y(0) =0, y(1) =1
0.8 — 0.8
0.7 — 0.7
0.6~ ) - 06
Y 05+ - 05
04 y(x, 31) — 04
0.3 — 03
0.2 — 0.2
0
0.1 y(x.s7) - 0.1
0.0 I I I I I I I I I 0.0
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

X
Figur 2.3
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Framstillingen ovenfor er valgt fordi den lett kan generaliseres til lgsning av
ikke-linezere differensialligninger. Dersom vi bare er interessert i 2. ordens
lineere ligninger, kan framstillingen forenkle. I det linesere tilfellet kan man
lgse folgende to startverdi-delproblemer:

Yo (x) = p(x) - yo(x) + q(z) - yo(@) + r() (2.1.13a)

med randbetingelser

yo(a) = a og yo(a) =0 (2.1.13b)
yi () = p(x) - y1 (=) + q(z) - y1(2) (2.1.14a)

med randbetingelser
y1(a) =0 0g yi(a) =1 (2.1.14b)

Legg merke til at betingelsen 3/(a) = 0 i (2.1.13b) tilsvarer s = 0 og betin-
gelsen 9/ (a) = 11 (2.1.14b) tilsvarer s' = 1.

La yo(x) veere lpsningen av (2.1.13) og y1(x) lgsningen av (2.1.14). Den full-
stendige lgsningen av randverdiproblemet i (2.1.5) er da gitt ved:

y(@) = yola) + [W} () = olz) — [

0
d)lqz:_ﬂ} cy1(x)  (2.1.15)

med s =0 og s! = 1.

Eksempel 2.1 Couette - Poiseuille strgmning

Dette er en strgmning mellom to parallelle plater. Den ene plata beveger seg
mens den andre er i ro. Dessuten har vi en foreskrevet trykkgradient.

Y
A u,
Y=L |t——— e

Figur 2.4

Plata ved Y = L beveger seg med konstant hastighet Uy . Hastigheten V' i
Y-retning = 0 og trykkgradienten g—g er foreskrevet.

Kontinuitet: ‘g—% =0 da V = 0 som impliserer at U = U(Y"). Bevegelseslignin-
gen i Y-retning forenkler seg til g—g = —pg Bevegelsesligningen i X-retning:

v 90U _ _op <a2U 62U> U 1dp

ox _ ox M\aoxztovz) T av? T pax
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Randbetingelser: U(0) = 0, U(L) = Uy.

Innfgrer dimensjonslgse variable: u = U%, Y= %, P = —Uio(%'})%
Far da folgende ligning:
Fr_ g (2.1.16a)
bl .1.16a
dy?
med randbetingelser:
u=0fory=0, u=1fory=1 (2.1.16b)
Den analytiske lgsningen av (2.1.16) er:
P
u=vy- [1+2(1—y)] (2.1.17)

For P < —2 far vi tilbakestrgmning. Figur 2.5 viser hastighetsfordelingen for
forskjellige verdier av P.

Hastighet u som funkson

avyogP
1.0 7
0.9 7
0.8 7
0.7
0.6 7]
y 0.5 7]
0.4 7]
0.3 7]
02 7
0.1 7]
0.0 \
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20
u
Figur 2.5
Skriver (2.1.16) som et ligningsystem:
/
u,(y) = wuily) (2.1.18a)
uy(y) = —P
med randbetingelser:
u(0) =0, u(l) =1 (2.1.18b)

Vi ma bestemme s = «/(0) = wu;(0) slik at randbetingelsen u(1) = 1 blir
oppfylt. Dette kan uttrykkes pa folgende mate:
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o(s) = u(l;s) — 1, slik at ¢(s) = 0 nar s = s*

Vi tipper to verdier s° og s! og beregner den rette s ved linezer interpolering,
se ligning (2.1.9). En tabell over slike beregninger for forskjellige verdier av
P, er vist nedenfor. Beregningen er utfgrt ved bruk av Matlab-programmet
cpskyt.

P Ay s0 st qbo d)l s* Sanaly
12101 |1.0| 15| -6.0 | -5.5 | 7.000 7.0
8 [ 0.1]1.0|15]|-4.0]-3.5| 5.000 5.0
4 101]10]15]|-20]-1.5| 3.000 3.0
0]101]10]1.5 0 0.5 | 1.000 1.0
-4 101]|10|15]| 2.0 | 2.5 | -1.000 -1.0
-8 101]1.0] 15| 4.0 | 4.5 | -3.000 -3.0

Eksempel 2.2 Bjelkesgyle med konstant tverrsnitt

q
P
A <
) ux_%B
X
L | L |
Figur 2.6

Figuren viser en bjelkesgyle pakjent av en jevnt fordelt last ¢ pr. lengdeenhet
samt en horisontal kraft P.

Differensial-ligningen for utbgyningen U (X) er gitt ved:
U P q
——+=—=U=—(L*-X?, P 2.1.19
axz T w1V T "ami ) B >0 (2.1.19)

Randbetingelser:
U-L)=UL)=0 (2.1.19b)
ET er bjelkestivheten. Antar sma utbgyninger. (Linezer ligning).
Alternativt kan vi benytte %(O) = 0 p.g.a symmtrien.
Dimensjonslgse variable:

P PIL?

x
— 2 u=—— .U =" 2.1.20
T YT EI ( )
som innfert i (2.1.19) gir:
2 1— 2
M+92-u:92w, -l<z<1 (2.1.21a)

dx? 2
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med randbetingelser:
u(—=1) =0, u(l) =0 (2.1.21b)

(2.1.21) kan lpses analytisk:

1 [cos(fx) (1—22)
= -1 —— 2.1.22
u(z) 62 [ cos(6) ] 2 ( )
. . Bl
Knekklasta for dette tilfellet er gitt ved P, = 1Lz slik at
0<0< g (2.1.23)

Numerisk lgsning

Vi gnsker a lgse (2.1.21) ved bruk av skyteteknikk. Velger na a bruke frem-
gangsmaten i forbindelse med lign. (2.1.15). Ma da lgse folgende to system:

1—z?%)
" — _02 . 4 (
e uo() + .
up(—1) =0, ug(=1) =0
" _ 792
() 1,“(96) (2.1.25)
u(-1) =0, ui(-1) =
Den fullstendige lgsningen er da gitt ved:
ug(1)
= = . 2.1.26
u(z) = uo(x) w(l) u () ( )
Skriver (2.1.24) og (2.1.25) som ligningsystem.
System 1 Med uy = y1 og u,, = yo:
Y1 = Y2
1—x? (2.1.27a)
yp = —0°- [y1+( 5 )}
med startbetingelser
y1(=1) =0, y2(~1) =0 (2.1.27b)
System 2 Med u; = y1 og u} = ya:
Y= Y2
, (2.1.284)

Y2 = —92y1
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med startbetingelser

y1(—=1) =0, ya(—=1) =1 (2.1.28b)

Begge system integreres fra til x = —1 til x = 1 slik at up(1) og u1(1) kan
finnes. Den fullstendige lgsningen er da gitt av (2.1.26). Matlab-programmet
beamcol viser hvordan dette kan gjgres. Vi har brukt rkdc i dette tilfellet.
Intervallet er delt i 20 deler og tabellen viser at over-enstemmelsen er god
mellom numerisk og analytisk lgsning. Dessuten ser vi at symmetribetingelsen
er oppfylt. Beregningen er gjort for lastparameteren 6 = 1

X u-comput. u-analyt.
-1.000 | 0.0000e4-000 | 0.0000e+000
-0.900 | 5.5485e-002 | 5.5485e-002
-0.800 | 1.0948e-001 | 1.0948e-001
-0.700 | 1.6058e-001 | 1.6058e-001
-0.600 | 2.0754e-001 | 2.0754e-001
-0.500 | 2.4924e-001 2.4924e-001
-0.400 | 2.8471e-001 2.8471e-001
-0.300 | 3.1315e-001 | 3.1315e-001
-0.200 | 3.3392e-001 | 3.3392e-001
-0.100 | 3.4657e-001 | 3.4657e-001
0.000 | 3.5081e-001 | 3.5082e-001
0.100 | 3.4657e-001 | 3.4657e-001
0.200 | 3.3392e-001 | 3.3392e-001
0.300 | 3.1315e-001 | 3.1315e-001
0.400 | 2.8471e-001 | 2.8471e-001
0.500 | 2.4924e-001 2.4924e-001
0.600 | 2.0754e-001 | 2.0754e-001
0.700 | 1.6058e-001 | 1.6058e-001
0.800 | 1.0948e-001 | 1.0948e-001
0.900 | 5.5485e-002 | 5.5485e-002
1.000 | 0.0000e+000 | 0.0000e+-000

Eksempel 2.3 Bjelkesgyle med variabelt tverrsnitt

Vi henviser til samme figuren som i eksempel 2.2. Forskjellen er at na lar vi
bjelken ha variabelt tverrsnitt der 2. arealmoment I er funksjon av X. Med
Iy som 2. arealmomet for X = 0 , lar vi [ variere pa fglgende mate:
Iy
IX) =1 + (X/L)™’
Dersom vi for eksempel betrakter et rektanguleert tverrsnitt med hgyde h og
konstant bredde b, vil hgyden h variere som fglger:

h
M) = T Dy

n=246,... (2.1.29)

(2.1.30)
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der hg er hgyden for X = 0. Fra lign(2.1.19) i eksempel 2.2:

PU P @ o
— 4+ —U=——"o(L"-X 2.1.31
axz T El 257" ) (2.1.31a)
du(0)
U-L)=U(L)=0, ——= =0 2.1.31b
(~D)=u@=0, &4 (21.31b)
La oss forst beregne momentfordelingen M (X) i bjelken.
Na har vi: 2
U M
— = —— 2.1.32
dXx? EI ( )
Ved a bruke (2.1.32) i (2.1.31) og derivere to ganger, far vi:
&M P
L M= 2.1.
ax? " EI K (2.1.33)
Innfgrer dimensjonslgse variable
X M El,
T=-7, m= e og setter P = Tz (2.1.34)
slik at (2.1.33) blir:
m”(z) + (1 +z") - m(z) = -1 (2.1.35a)
med randbetingelser:
m(—1) =m(1) =0, m'(0) =0 (2.1.35b)

I motsetning til ligningene i eksempel 2.2, finnes det ikke en brukbar analytisk
lgsning av (2.1.35), selv om ligningen er linezer.
Dersom du f. eks. har programmet Maple for handen, kan du forsgke folgende:

eq = dif f(m(z),z,x) + (1 + x2) * m(x) + 1;
dsolve(eq, m(x));

Nar momentfordelingen er funnet, finnes nedbgyningen u(x) fra:

1
u(z) =m(z) — 5(1 — z?) (2.1.36)
Den dimensjonelle nedbgyningen U er gitt ved:
qL*
= 2.1.
U= G (2.1.37)
Ved a sette (2.1.36) inn i (2.1.35), finner vi diff.ligningen for u(zx):
1
() + (1 +2")  u(z) = —5(1 —z?) (142" (2.1.38)

Ved & benytte oss av symmetrien, lgser vi na (2.1.35) med randbetingelsene
m(1) =0, m/(0) = 0 ved bruk av skyteteknikk, og beregner deretter u(z) fra
(2.1.36). Na bruker vi ode45 som lgser istedenfor rk4c.
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Skriver (2.1.35) som et system med m(x) = y1(z) og m/(x) = ya(z):

Yy Y2

!
1 P—

2.1.39a
Y= —[1+(1+2") -y (2.1.3%2)

Randbetingelser:
y2(0) = y1(1) =0 (2.1.39b)

Da y2(0) = m/(0) er gitt, ma vi tippe m(0) = y1(0) slik at betingelsen m(1) =
y1(1) = 0 blir oppfylt. Eller uttrykt pa standard-maten:

Velger s = y1(0) og setter ¢(s) = y1(1; s). Bestemmer s = s* slik at betingelsen
o(s*) = y1(1; s*) = 0 blir oppfylt. Da ligningen er linezer, finnes s* fra (2.1.9):

s* = W (2.1.40a)

Ved & velge s = 0 og s! = 1:
¢O

s
Veer klar over at valget i (2.1.40b) ikke alltid er fornuftig selv om det er rett i
prinsippet nar ligningen er lineser. Dersom lgsningen er av typen e** der « er
stor samtidig som z er stor, kan vi risikere a komme utenfor tallomradet selv
for dobbelpresisjon som er ca 103%®. I tilfellet ovenfor er ikke dette noe problem,
slik at (2.1.40b) kan brukes. Beregningen er utfort av programmet momentdis
med tabell og plott pa neste side av bade momentet og forskyvningen for n = 2.

(2.1.40b)

X

m

u

0.000
0.050
0.100
0.150
0.200
0.250
0.300
0.350
0.400
0.450
0.500
0.550
0.600
0.650
0.700
0.750
0.800
0.850
0.900
0.950
1.000

9.3205e-001
9.2964e-001
9.2239e-001
9.1032e-001
8.9342e-001
8.7170e-001
8.4516e-001
8.1382e-001
7.7769e-001
7.3681e-001
6.9122e-001
6.4097e-001
5.8614e-001
5.2681e-001
4.6311e-001
3.9519e-001
3.2323e-001
2.4745e-001
1.6810e-001
8.5503e-002
7.7259e-012

4.3205e-001
4.3089e-001
4.2739e-001
4.2157e-001
4.1342e-001
4.0295e-001
3.9016e-001
3.7507e-001
3.5769e-001
3.3806e-001
3.1622e-001
2.9222e-001
2.6614e-001
2.3806e-001
2.0811e-001
1.7644e-001
1.4323e-001
1.0870e-001
7.3104e-002
3.6753e-002
7.7259e-012
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0.8}

0.6}

m,u

0.4+

0.2}

-------------
Iy
-

'
~ iy,

—m
==u

0 0.2

0.4

Figur 2.7: Moment m og nedbgyning u.
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2.2 IKKE - LINEARE LIGNINGER

Gitt randverdiproblemet
3
1 _ 2.2
yix) =5y (2.2.1)
y(0) =4, y(1) =1

(2.2.1) har to lgsninger som tilfredstiller de gitte randbetingelsene:
Lgsning I:

= ! (2.2.2)

+ z)?
Lgsning IT kan uttrykkes ved elliptiske Jacobi-funksjoner ; se appendiks G, del
G.3. Begge lgsningene er tegnet i figur 2.8. Skriver (2.2.1) som et ligningsystem
med y = y1 og y' = y; = yo

Vi (2) = ya()
3

va(r) = Slyr (@)

(2.2.3a)

Randbetingelser:
y1(0) =4, y1(1) =1 (2.2.3b)

Vi bestemmer s = ¢/(0) = y2(0) slik at randbetingelsen y;(1) = 1 blir opp-
fylt. Setter fglgelig:

o(s™) =y (1;s™) -1, m=0,1,... (2.2.4a)

Slik at
y1(1) — 1 for ¢(s™) — 0, m — oo (2.2.4b)

Da ligningen er ikke-linesger, ma vi
utfere en iterasjonsprosess som indi-
207 kert i(2.2.4) Oppgava blir da a be-

0.0

4.0 7

o & s ds de o stemme nullpunktet(ene) s* i funk-
20 ] sjonen ¢(s) = 0. Vi velger a bruke se-
] kantmetoden for dette formalet. (Se
0] C&K [5], avsnitt 3.3) Iterasjonspro-

0 Yy sessen vist i figur 2.9 starter med at

00 ] vi tipper to verdier s¥ og s' og legger

en sekant gjennom ¢(s%) og ¢(sl).
X Skjeeringspunktet med s-aksen, s(2),

Figur 2.8: De to lgsningene y; og y;; kan da beregnes.

av differensialligningen (2.2.1). For en vilkarlig iterasjon m:

s = ™ 4 §s (2.2.5)

-12.0

der

m—+1 m__¢(8m)_ S

0s =5
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s A Iterasjonsprosessen blir da som falger
nar ¢(s™ 1) og s™ antas kjent:
#(s™) 1. Beregn ¢(s™ 1) og ¢(s™) ved
a lgse (2.2.3) sammen med
(2.2.4).
2. Beregn s og s™1! fra (2.2.5)
#(s™) 3.
¢(Sm+1) sm_l (_ Sm
Sett ¢ s™ ¢« smt!
» S _
s s s* - P(s™ 1) — o(s™)
Figur 2.9 Gjenta skritt 1-3 inntil vi har fatt
konvergens.
Eksempel pa konvergenskriterier:
Kontroll av absolutt feil:
|0s| < &1 (2.2.6a)
Kontroll av relativ feil: 5
s
(2.2.6a) og (2.2.6b) kombineres ofte med:
|p(s™ )| < e3 (2.2.6¢)

Vi bruker na den foreskrevne prosessen til a lgse (2.2.3). Velger start- verdier
59 = —3.0 og s' = —6.0. Figur 2.8 viser at vi sannsynligvis vil finne lgsningen
y1 med disse startverdiene. Velger Az = 0.1 og bruker RK4. Far fglgende

tabell:

R I Cd ) I I G I I ) )
1 -3.0 26.8131 - 6.0 6.2161 | - 6.9054 | 2.9395
2 - 6.0 6.2161 | -6.9054 | 2.9395 | - 7.7177 | 0.6697
3 | -6.9054 | 29395 | -7.7177 | 0.6697 |- 7.9574 | 0.09875
4 | - 70177 | 0.6697 | - 7.9574 | 0.09875 | - 7.9989 | 0.0004
Etter fire iterasjoner er s = y’(0) = —7.9989, mens den analytiske verdien er

-8.0.

Sekantmetoden er enkel og effektiv. Vi slipper dessuten a finne det analytiske
uttrykket(ene) for den(de) deriverte som i Newton-Raphsons metode. Bak-
delen er at vi ma ha to startverdier for & komme igang. Med kjennskap til
fysikken i problemet, er dette vanligvis en overkommelig vanskelighet.
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Eksempel 2.4 Stor nedbgyning av kragbjelke

X

oI |

I, C r

Figur 2.10

Figur 2.10 viser en kragbjelke som er fast innspent ved A og pakjent av en
vertikal last P pa enden B. Vi vil tillate store nedbgyninger og bruker derfor
buelengden I og helningsvinkelen § som variable. Alle lengder er gjort dimen-
sjonslgse ved divisjon med bjelkelengden L. Buelengden [ gar derfor fra [ = 0
i Atill =11 B. Differensialligningen for den elastiske linja er gitt ved:

_ a9 M
~ L-dl  EI

der k er krumningen, M er momentet og EI bjelkestivheten. Tar momentet
om C: M = P - L(l, — x) som innsatt i (2.2.7) gir:

K (2.2.7)

dd  PL?
== EIf( h— ) (2.2.8)
Fra figuren finner vi folgende geometriske relasjoner:
% = cos 0, % = sinf (2.2.9)
Deriverer (2.2.8) m.h.p. 1 og setter inn fra (2.2.9):
d*0  PL?
—_— 4+ — = 2.2.1
B + Foli cosf =0 ( 0)
Innfgrer parameteren « definert ved:
=l
2
= — 2.2.11
o = — ( )
Vi ma da lgse fglgende differensialligninger:
d%0
=t a?cosf =0 (2.2.12a)
d
dil/ — sind (2.2.12b)



74  KAPITTEL 2. SKYTETEKNIKK VED RANDVERDIPROBLEMER

med fglgende randbetingelser:

y(0) = 0, 6(0) =0, %(1) =0 (2.2.12¢)

De to fgrste randbetingelsene betyr at bjelken er fast innspent i A, mens den
siste betyr at momentet forsvinner i B. Den analytiske lgsningen av dette
problemet er gitt i appendiks G, del G.3.

Numerisk lgsning
Skriver (2.2.12) som et system av forste ordens ligninger. Med 6 = 21, 6’ = 29
og y = z3 far vi:

2y =29
2y = —a®cosz (2.2.13a)
24 = sin 21
Randbetingelser:
21(0) =0, 22(1) =0, 23(0) =0 (2.2.13b)

Vi ma tippe 6'(0) slik at betingelsen %‘?(1) = 0 blir oppfylt. Setter s = 6'(0) og
#(s) = 0'(1;s). Ma da bestemme s = s* slik at ¢(s*) = 0. eller med z-variable:
s = z9(0). Bestem s = s* slik at ¢(s*) = 22(1; s*) = 0 Dessuten finner vi:

S*

h=— (2.2.14)

Bruker sekantmetoden og ma da bestemme startverdier s og s' for & starte

iterasjonsprosessen. Dette gjores ved a fremstille funksjonen ¢(s) grafisk. Et
eksempel fra Matlab- programmet cantlevplot er vist i figur 2.11

2

4 15 2 2.5 3 35

Figur 2.11: Plot av funksjonen ¢(s) for a? = 5 for identifikasjon av nullpunkt.
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Vi ser av figuren at vi har et nullpunkt s* ~ 3.05. Merk at vi vil fa forskjellige
nullpunkt nar « forandres. Figur 2.12 viser endenedbgyningen ¢ og horisontal-
lengden [}, som funksjon av o?. Figuren er beregnet med Matlab-programmene
cantilev 1 og 2.

1 O U T v
‘,‘ — 6

. -~

% 0.2 0.4 06 08 1

y

Figur 2.12: Bjelke med stor nedbgying () og endring i horisontal lengde (I1,).

2.3 LITT OM LIKEDANNHETSLOSNINGER

Den endimensjonale, ikke-stasjonaere varmeledningsligningen er gitt ved:
or 0*T
ar ~ “ox2

der 7 er tiden, T'=T'(X, 7) og « den termiske diffusiviteten. (Se appendiks B

for utledning)

Figuren viser en stav = med

halvuendelig utstrekning der

0 < X < o00. Opprinnelig > X T

har staven en temperatur Tg,

men ved tiden 7 = 0 for- T,

andres temperaturen pa enden

X = 0 til Ty og holdes der-

etter konstant. Vi gnsker a be- Figur 2.13

regne  temperaturfordelingen i

staven som funksjon av tiden

T.

(2.3.1)

Problemet kan beskrives matematisk pa folgende mate: Initialbetingelse:

T(X,7)=Ts, 7<0 (2.3.2a)
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Randbetingelser:
T(0,7) =Ty, T(c0,7) =T (2.3.2b)

La oss skalere (2.3.1) ved a innfgre folgende dimensjonslgse variable:

T-T X :
= 0 pg=2,t="12 (2.3.3)

YT T YT L2

der L er en karakteristisk lengde. (2.3.3) innsatt i (2.3.1) gir folgende ligning:

ou  0%u
—=—,0 2.34
5% = 9a2 <z <0 ( )
Initialbetingelse:
u(z,t) =1, t <0 (2.3.5a)
Randbetingelser:
u(0,t) =0, u(oco,t) =1 (2.3.5b)

Det spesielle valget av t 1 (2.3.3) er gjort for a fjerne koeffisienten foran det siste
leddet i ligningen. Vi har dermed fatt redusert antall variable. Det finnes man-
ge analytiske lgsninger av diffusjonsligningen pa formen gitt i (2.3.4). Disse
lgsningene kan derfor brukes pa en hel rekke problemer fra forskjellige an-
vendelsesomrader. Den dimensjonslgse tiden gitt i (2.3.3) er en dimensjonslgs
gruppe som kalles Fourier-tallet og skrives vanligvis Fo. Vi vil na forsgke a
transformere (2.3.4) og (2.3.5) fra en partiell til en ordineer differensialligning.
Setter:

T=a-zogt="b-t (2.3.6)

der a og b er positive konstanter.
(2.3.6) innfert i (2.3.4) gir folgende ligning:

ou  a®d*u

Velger b = a? slik at (2.3.7) og (2.3.4) er identiske med samme randbetingelser:
u(z,t) = u(z,t) = ulaz,a®t), med b = a? (2.3.8)

Dersom (2.3.8) skal veere uavhengig av a > 0, ma u(x,t) skrives pa formen

Maﬂ:f<jﬁ,g<f>,%v (2.3.9)

Velger det forste alternativet:

m%w—f(jJ (2.3.10)

Innfgrer fglgelig en ny variabel n definert ved:

i (2.3.11)
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der faktoren 2 er innfgrt bare for a fa et penere sluttresultat.

Transformasjonen gitt i (2.3.11) reduserer den opprinnelige ligningen fra a
veere avhengig bade av x og t til bare a avhenge av en variabel n. Som
funksjon av 7, vil ett og samme wu-profil gi lgsningen for alle x og t. u(n) kalles
derfor en likedannhetslgsning og (2.3.11) en likedannhets-transformasjon.
(Engelsk: similarity transformation). Transformasjonen i (2.3.11) kalles ofte
Boltzmann-transformasjonen.

Problemet som opprinnelig ble beskrevet av en partiell differensialligning, be-
skrives na av en ordinzer differensialligning.
Har da fatt folgende variable:

X

T -

«@ x
=T =5 = 5 (2.3.12)
La oss na lgse (2.3.4) analytisk.
Innfgrer
u= f(n) (2.3.13a)
med randbetingelsene:
f(0)=0, f(co)=1 (2.3.13b)
Ou Ou (on\ Y N g
ot on <8t> AL ( 4tﬁ) =~ fy,
ou  Ou (0n 1 9% 0 1 1

ou d*u
Innsatt fOI' E (6] @ 1 (234)
1
)+ g =0 f/o) + 2 () =0 (23.14)

(2.3.14) kan lgses ved direkte integrasjon:

f"(n)

_ n/ :_2 n
() = —2n —1In f'(n) n°+1InCy

Som gir ,
f'(n) = Cre™"
Ny integrasjon:

f(n)=0C /017 eV dt

hvor vi har benyttet randbetingelsen f(0) =0 fra (2.3.13b).
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Fra integraltabell:

/ e dt = VT erf(z)
0 2

der feilfunksjonen erf(z) er definert ved:

2 /l" e
— e " dt 2.3.15
7 s (2319
Dette gir:
™
fn) = cﬁg erf (1) (2.3.16)
2
erf(z) — 1 for x — oo gir: Cy = N og videre innsatt i (2.3.16):
T
u(x,t) = erf( )-erf( a; ) (2.3.17)
Dersom vi gnsker u(z,t) uttrykt i de opprinnelige variable, far vi fra (2.3.3):
T(X,7)—Tp X
— 2 —erf 2.3.18
-1, O <2F.a) (2.3.18)

Noen tabellverdier for erf(z)
x erf(z) x erf(z)
0.00 | 0.00000 | 1.00 | 0.84270
0.20 | 0.22270 | 1.20 | 0.91031
0.40 | 0.42839 | 1.40 | 0.95229
0.60 | 0.60386 | 1.60 | 0.97635
0.80 | 0.74210 | 1.80 | 0.98909

Figur 2.14 nedenfor viser feilfunksjonen erf(x) samt den komplementaere feil-
funksjonen erfc(z) som er definert ved:

erfc(z) =1 —erf(z) = \/27? /00 e dt (2.3.19)
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. —erf
. == erfc

Figur 2.14: Feilfunksjonene erf(x) og erfc(x).

Eksempel 2.5 Frysing i vannledning

Et tort jordlag med opprinnelig temperatur 20°C', blir i en kuldeperiode
utsatt for en overflatetemperatur pa —15°C i 30 dggn. Hvor dypt ma vi
legge en vannledning for & unnga at den fryser 7 Den termiske diffusiviteten
a =5 -10"*m?/time.

Med henvisning til (2.3.2) blir Ty — 15°C og Ty = 20°C. 7 = 30 dggn = 720
timer.Vannet fryser ved 0°C slik at

_T-Ty, 0—(-15)
T, —Ty 20— (—15)

3
u = - = 0.4286, fra (2.3.3) og (2.3.18).

Fra tabellen og (2.3.17) finner vi erf(n) = 0.4286 — n ~ 0.4 som med (2.3.12)
gir:

X=04-2¢/7-a=08-V720-5-10~% = 0.48m

Vi har regnet med konstant diffusivitet o, mens den kan variere i intervallet
a € [3-107%, 10~3Jm?/time. Dessuten vil jorda normalt ikke vaere tgrr.
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Eksempel 2.6 Stokes 1. problem

A
Y u=o
N UtY,r)
symmelri- .
linje N U=,
X  ———>
X
Figur 2.15

Vi har en stillestaende fluid ved 7 < 0 . Ved tiden 7 = 0 far plata som er
parallell med X-aksen, en konstant hastighet U = Uy parallelt med X-aksen.
Plata ma betraktes som uendelig tynn med uendelig utstrekning i X-retning
for en korrekt matematisk beskrivelse i dette tilfellet. Navier-Stokes ligning i
X-retning for inkompressibel strgmning:

U yoU  OU _ _19p U o°U
ar " Cox oy pax " \ox2 ' ay?

(Se utledning i appendiks B)

Antar at lgsningen av dette problemet er uavhengig av X, samt at V' = 0 som
betyr at U = U(Y, 7):

oU 02U
— =v— Y 2.3.2
5. yaY2,0< < 00 (2.3.20)
Initialbetingelse:
UU,0)=0 (2.3.21a)
Randbetingelser:
U(0,7) = Uy (heftbet.
(0,7) = Up (heftbet.) (2.3.21b)
U(oo,7) =0
Innfgrer fglgende dimensjonslgse variable:
U Y TV
= y==, t= — 2.3.22
U= V=70 t= (2.3.22)

der Uy og L er henholdsvis en karakteristisk hastighet og lengde. (2.3.22)
innsatt i (2.3.20) gir felgende ligning:

ou 0%
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Initialbetingelse:
u(y,0) = (2.3.24a)
Randbetingelser:
0,t) =1
w (2.3.24b)
U(OO, ) =

Vi ser at vi har fatt samme ligning og problem som i (2.3.4) og (2.3.5), bare
med en ombytting av 0 og 1 i randbetingelsene. Lgsningen av (2.3.23) og
(2.3.24) blir:

u(y,t) = 1 — exf(y) = erfe(n) = erfe (&) (2.3.25)

eller uttrykt ved dimensjonelle variable:

U(Y,7) = Uperfe <2\/%) (2.3.26)

Eksempel 2.7 Blasius ligning

A {7 = konstant flat plate
y _
fristrom
S " A
L u
x
Figur 2.16

En detaljert utledning er gitt i appendiks C, del C.2. Gjengir noe av utlednin-
gen her for oversiktens skyld. For en stasjonzer og inkompressibel grensesjikt-
stromning, far vi fra lign. (C.1.10) i appendiks C:
Oou  Ov
—+—=0 2.3.27
Ox + oy ( )
ou i ou 1dp i 0%u
U—+Vv—=——+v—
ox Ay pdx Oy?
Ser pa det tilfellet at fristrgmshastigheten U er konstant = Uy. Bernoullis
ligning (C.1.8) i appendiks C gir for dette tilfellet g—g =

(2.3.28)

(2.3.28) forenkler seg til:

ou  Ou 0%u
= == = — 2.3.2
uax—i-vay V&yQ (2.3.29)
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Randbetingelser:

w(0) =0 (2.3.30a)
u—Uy fory—9§ (2.3.30b)

For a oppfylle kontinuitetsligningen (2.3.27), innfgrer vi stromfunksjonen
¥(x,y) definert ved:
_

= — 2.3.31
6y’v o (2.3.31)

u

Vi definerer et Reynoldstall:

U
Re, = %‘r (2.3.32)

Innfgrer fglgende likedannhetsvariable for koordinat og strgmfunksjon:

77=\/2%-y0g f(n)=\/2;§—w (2.3.33)

Transformasjonen (2.3.33) gir Blasius-ligningen for strgmfunksjonen f:

f )+ fn) - f'(n) =0 (2.3.34)

Notasjon: g—{? = f'(n) og tilsvarende for hgyere deriverte. De fysikalske hastig-

hetskomponentene er gitt ved:

u o, v _n-f'(n)—f(n)
7= f'(n), T = AT (2.3.35)

Heftbetingelsen u = 0 for y = 0 blir na f’(0) = 0 da f'(n) = & fra (2.3.35).
Uten suging eller blasing gjennom randen 7 = 0, blir den andre heftbetingelsen
v = 0 for n = 0. Fra (2.3.35) blir denne betingelsen f(0) = 0. Betingelsen
u — Up fra (2.3.30b), blir na f’(n) — 1 for n — oo. Randbetingelsene for
ugjennomstrgmmelig sjikt blir da:

f(0)=f'(0) =0, f'(ne) =1 (2.3.36)

Ui
Tay = nUo - " (M) 5 (23.37)

Skjeerspenningen:

Numerisk lgsning

Vi gnsker a lgse (2.3.34) sammen med randbetingelsene i ((2.3.36) ved bruk
av skyteteknikk og skriver derfor ligningen som et sett av tre 1. ordens diffe-
rensialligninger:
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i = i
fi=r (2.3.38a)
fo=—ffo

Randbetingelser:

f(0)=r(0)=0

filne0) = 1 (2.3.38b)

Setter f”(0) = f2(0) = s

s, som i dette tilfellet er skjeerspenningen ved veggen, ma bestemmes slik at
randbetingelsen fi (7o) = 1 blir oppfylt. Dette siste kravet kan formuleres pa
fglgende mate:

o(s) = fi(neo;s) — 1 (2.3.39)
med rett verdi s = s* nar ¢(s*) = 0 Vi velger a bruke sekantmetoden til
nullpunktsbestemmelsen i (2.3.39).

Iterasjonsprosess

Iterasjonsprosessen ved bruk av sekantmetoden, er gitt ved:
™M — Sm—l

¢(s™) — p(s™1) ]’

s = " 4 §s, §s = —¢(s™) - m=1,2.... (2.3.40)

Antar at s™ ! og s™ er kjent.

1. Beregn ¢(s™ 1) og ¢(s™) ved & lgse(2.3.38).
2. Beregn §s og s™t! fra (2.3.40)
3.
sl g™
Sett ¢ s™ «— g™t

P(s™ 1) = o(s™)
Gjenta skritt 1-3 inntil konvergens er oppnadd.

I dette tilfellet er korrekt verdi s* = 0.46960... slik at konvergenskriteriet
tilslutt blir §s < €, dvs. en absolutt test. Under prosessen kan vi ha s > 1 og

S 2 .
da testes |—|, altsa en relativ test.

La oss se litt neermere pa hvordan vi finner passende startverdier s og s’
for & komme igang med iterasjonsprosessen. Den vanligvis enkleste maten &
fa oversikt over nullpunktene for en funksjon pa, er a framstille funksjonen
grafisk. Figur 2.17 viser ¢(s) der s € [0.05, 0.8] Beregningen er gjort med
Matlabprogrammet blaplot Av figuren ser vi at nullpunktet ligger i intervallet
[0.45, 0.5]. Vi ser ogsa at vi har et stort spillerom ved valg av s" og s'.
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Blasius - Nullpunkt for ¢

0.6
0.4
0.2
0
E=2
-0.2
0.4
-0.6
-0.8
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
)
Figur 2.17
50 7
4.0 —
3.0
— f(n)
n ,
1 f'(n)
2.0
1.0 7
O 0 T 717 71 T 1 1T "1 "~ T T " T "1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Figur 2.18

Figur 2.18 viser den dimensjonslgse u-hastigheten f’(n) og den dimensjonslgse
skjaerspenningen f”(n) som beregnet i tabellen pa neste side. Den maksimale
verdien av f”(n) inntreffer for n = 0 , som igjen betyr at skjeerspenningen er
storst ved veggen. Legg merke til at f”/(0) = 0 som betyr at f”(n) har vertikal
tangent pa veggen. Tabellen nedenfor er beregnet med programmet blasec.
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ltlr. 0.4781625 -2.83(;2-002

2 0.469580 | -2.046e-003

3 0.469601 2.146e-005

4 0.469601 | -1.540e-008
n f f £
0.00 | 0.000000 | 0.000000 | 4.69601e-001
0.25 | 0.01467 | 3 0.117364 | 4.69027e-001
0.50 | 0.058643 | 0.234228 | 4.65032¢-001
0.75 | 0.131642 | 0.349324 | 4.54373e-001
1.00 | 0.232991 | 0.460634 | 4.34380e-001
1.25 | 0.361431 | 0.565601 | 4.03495¢-001
1.50 | 0.515032 | 0.661476 | 3.61805¢-001
1.75 | 0.691201 | 0.745765 | 3.11302¢-001
2.00 | 0.886798 | 0.816697 | 2.55671e-001
2.25 | 1.098374 | 0.873559 | 1.99544e-001
2.50 | 1.322442 | 0.916810 | 1.47476e-001
2.75 | 1.555766 | 0.947928 | 1.02930e-001
3.00 | 1.795573 | 0.969057 | 6.77108e-002
3.25 | 2.039661 | 0.982573 | 4.19262e-002
3.50 | 2.286412 | 0.990711 | 2.44148¢-002
3.75 | 2.534723 | 0.995319 | 1.33643e-002
4.00 | 2.783894 | 0.997773 | 6.87412e-003
4.25 | 3.033509 | 0.999000 | 3.32201e-003
4.50 | 3.283340 | 0.999577 | 1.50841e-003
475 | 3.533271 | 0.999832 | 6.43473e-004
5.00 | 3.783244 | 0.999938 | 2.57831e-004
5.25 | 4.033235 | 0.999980 | 9.70546e-005
5.50 | 4.283232 | 0.999995 | 3.43646e-005
5.75 | 4.533231 | 1.000000 | 1.15317e-005

Eksempel 2.8 Falkner - Skan ligningen

85

Blasius ligning er egentlig et spesialtilfelle av en mer generell ligning som
kalles Falkner-Skan ligningen. Falkner-Skan tranformasjonen (1930) overfgrer
grensesjiktligningen til en likedannhetsform gitt ved:

T f B L= () =0

nar fristromshastigheten U(z) er gitt ved:

U(z) = Upx™, m = konstant

(2.3.41)

(2.3.42)

(2.3.41) kalles ogsa kilestrgmsligningen fordi parameteren S har den geome-
triske betydningen som vist i figur 2.19:
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Figur 2.19

Vi ser at halve kilevinkelen er 8- 5. For 3 = 0, far vi fglgelig en flat plate, og
(2.3.41) blir da Blasius ligning.

En detaljert utledning er gitt i appendiks C, del C.3 . Vi gjengir noe av
utledningen for oversiktens skyld.

Sammenheng mellom m og B: f = 2% og m = % Vi ser at § = 0 gir

m—+1

Falkner-Skan transformasjonen er gitt ved:

"=\ a—pu ¥ @ T 0 (2.3.43)

Dersom vi velger de samme randbetingelsene som i eksempel 2.7, far vi: F-S
- ligningen:

"+ ff"+8-01-(H=0 (2.3.44a)
Randbetingelser:
f(0) = f'(0)=0
f/(noo) =1

Vi lgser ligningen pa samme mate som Blasius ligning ved a skrive (2.3.44)
som et sett av 1. ordens differensialligninger:

ff'=h
fi=f (2.3.45a)
fo=—1ff2+BQ - f2)]

(2.3.44b)

Randbetingelser:

f(0) = f1(0) =0

i) = 1 (2.3.45D)
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Med f”(0) = f2(0) = s, far vi:

¢(s) = f1(Noo; s) — 1 (2.3.46)

med korrekt verdi s* nar ¢(s*) =0
Flere detaljer om lgsningsprosessen er gitt i appendiks C, del C.3.

Bestemmelse av startverdier.

Vi bruker sekantmetoden for a finne nullpunktet i (2.3.46) og trenger
derfor to startverdier s° og s' for & starte iterasjonsprosessen. Velger tilfellet
med 8 = 1 som er strgmning mot en flat plate, dvs.: en stagnasjonsstrgm, se
figur 2.20. Dette tilfellet kalles ogsa en Hiemenz-strgmning.

symmetri-
linje

__ /L

Figur 2.20

FSK: p = 1.00

|
_1 \
n, =5 5/

n,=40

3 e — |

0.8 08 09 095 1 105 14 115 12 125 13
s

Figur 2.21
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¢(s) er tegnet i figur 2.21. Beregningen er utfort med bruk av ode45.

Det korrekte nullpunktet er s* = 1.23259 som er den entydige lgsningen av
F-S-ligningen for 7 — oo med § = 1. Dersom vi ser pa kurven for 7o, = 5.0,
finner vi et nullpunkt rundt s = 0.85 og et rundt s = 1.23 der det siste er
det korrekte. Arsaken er at F-S-ligningen har to lgsninger for endelige verdier
av 7o der det venstre nullpunktet beveger seg mens det andre som er det
korrekte for n — oo, ligger fast. Begge nullpunktene gir korrekte lgsninger
av diff.ligningen, men det venstre nullpunktet gir en lgsning som fgrer til
avlgsning og tilbake-strgmning, noe som er ufysikalsk i dette tilfellet. Legg
merke til at avstanden mellom nullpunktene minsker med gkende verdi av
Moo, 0g med 77 — oo vil de to grenene falle sammen.

Dersom vi bruker en lgser med konstant skrittlengde, f.eks rk4c, og samtidig
velger en forholdsvis stor skrittlengde, f. eks. Anp = 0.2, vil vi fa en rekke
andre nullpunkt. Disse nullpunktene gir lgsning av differanseligningen, men er
ikke lgsning av differensialligningen. Ved a la An — 0, vil disse nullpunktene
forsvinne ogsa for store n.o-verdier.

Figur 2.22 og figur 2.23 viser noen resultater fra Matlab-programmet fsksec.

Dimensjonslgs hastighet f'
somfunksonav S

-0.198837

Figur 2.22
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Dimensjonsl@s skjaarspenning f"

somfunksonav g
6.0

5.0

-0.198837
407

3.0

207

1.07

1 10
015/ 00 | g3

0.0 I I I I I

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
§

Figur 2.23

For B = Bsep = —0.19883768 . . . forsvinner skjaerspenningen ved veggen. Dette
indikerer begynnende tilbakestrgmning og separasjon, se figur 2.24.

separasjon

W77/

£=-01988 ... »-17.9°

Figur 2.24

Det finnes lgsninger av F-S-ligningen for [S-verdier som ligger utenfor det
omradet vi fysisk kan knytte til en kilestrgm. For mer informasjon om disse
lgsningene, henvises til Evans [20], White [21], og Schlichting [14].

Tilslutt bgr det nevnes at det finnes en analytisk lgsning av F-S-ligningen.
Vi tenker oss at det er plassert et sluk i x = 0 med styrke K parallelt med
K K
platekanten. I dette tilfellet blir U(x) = —— og n = Y=
x xV v
Ligningen blir na: )
f ") = (f'(n)"+1=0 (2.3.47a)
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med de vanlige randbetingelsene

f(0)=f(0)=0

2.3.47b
7/(ne) = 1 Gy
Lgsningen kan da skrives:
f(n) = n+2v3—3V2-tanh(z) (2.3.48a)
f'(n) = 3tanh®(z) -2 (2.3.48b)
f'(n) = 3v2 - tanh(z) - [1 — tanh2(z)] (2.3.48¢)

Spesielt har vi:
2
17(0) = —= = 1.1547.. ..

V3

Merk at en funksjon f(n) =1 +a —3v/2-tanh(n/+/2 +b) tilfredstiller (2.3.47)
for vilkarlige verdier av a og b med f’(o0) = 1.

2.4 SKYTING MED TO STARTBETINGELSER

A4
p=A-s+B-r+C

w=D-s+E-r+F

Y
-

Figur 2.25

2.4.1 LINEZARE LIGNINGER

Vi vil na utvide teknikken som vi brukte i avsnitt 2.1 til to ukjente start-
betingelser. I dette tilfellet ma vi tippe to startbetingelser r og s med
tilhgrende funksjoner ¢ og . Dette er vist grafisk i figur 2.25. Da lignin-
gen som skal lgses er lineser, danner ¢ ogy to plan og kan derfor skrives pa
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formen:

p=A-s+B-r+C

Yy=D-s+FE-r+F (2.4.1)
der A, B,C,--- , F er konstanter som méa bestemmes. De rette verdiene r* og

s* finnes fra ¢(r*, s*) = 0 og ¥ (r*, s*) = 0. (Se figuren) Vi har seks konstanter
som bestemmes fra ligningene:

P =4-s"+B-r""+C

¢1:A-51—|—B-7‘1+C

dP=4-sD4+B.s&4C (2.4.2a)
W=D -"+E-/""+F
1 1 1
=D-ss+FE-r +F
v (2.4.2b)

v =D.sD4+E. A4 F

der s, s, s@, 70 41 og 72 er verdier som vi har tippet for initialbetingel-
sene. For & forenkle slutt-resultatet, velger vi folgende verdier:

2) st=0,rl=1 (2.4.3)

Vi far da folgende uttrykk for konstantene:
C=¢", B=¢'—¢" A=¢® ¢
F=¢% E=9' =" D=3 —y°
De korrekte verdiene r* og s* finnes fra ¢(r*, s*) = 0 og ¥(r*, s*) = 0 som
her blir A-s*+B-r*+C =D -s*+ FE-r*+ C =0 med folgende lgsning:
., kEF-C-B-F , A-F-D-C
B—-A-E

*~D. “"D-B-A-E

(2.4.4)

, T

som innsatt for A, B,C, ... F gir:

oo plogt — gl g
() —0) - (91 = 6%) = (67 —¢) - (¥ — )

(2.4.5)

. d@ .0 — p2) . g0
r= (W@ —40) - (¢ — %) — (6 — ¢0) - (9 — )
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Fremgangsmaten blir da som fglger:

Vi lgser ligningsystemet for de tre settene av verdier for r og s gitt i (2.4.3)
og finner derved de tilhgrende verdiene av ¢ og 1. De korrekte verdiene r* og
s* finnes da fra (2.4.5). Vi skal bruke denne prosedyren i eksempel 2.9

Eksempel 2.9 SYLINDRISK TANK MED VASKE

DEL 1.
Konstant veggtykkelse
R
“y
t
A%
Y X
M

Figur 2.26

Figur 2.26 viser en sylindrisk tank fylt med en vaeske til en hgyde H. W er
radiell forskyvning. P& detaljen til venstre er V skjeerkraft pr. lengdeenhet og
M moment pr. lengdeenhet. Pilene angir positiv retning.
Differensialligningen for forskyvningen W er gitt ved:

d*w H-X
B-W=-— 2.4.
xi T B W=-1—5 (2.4.6)
12(1 — v?) Et?
. R%2 21— '~
Her er v Poissons tall, E elastisitetsmodelen og p vaeskas tetthet.
Innfgrer dimensjonslgse stgrrelser:
X E [(t\’
_ - A=) oW 2.4.7
TTE YT Sm <R> (247)
som innsatt i (2.4.6) gir felgende differensialligning:
d4
dej F48Y w = —48%1 —2) (2.4.8a)
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der ( 2) 4
3(1—-v)H
4 _
Randverdier.
For z = 0: I
W =0, 'l 0 (Fast innspent)
Skjeerkraft og moment = 0 forX = H som gir:
d*wW BW
dXx? 0.V dxs3 0
Randverdiene uttrykt ved dimensjonslgse stgrrelser blir da:
d
Forz=0: w=0, dﬁzo
a5
2.4.9
Foro—1: TU_o T¥_ 0
Tr r= . _— —_—
dis? " dx?

. . d*w . . .
Dimensjonslgst moment m(z) = ~—3 %8 dimensjonslgs skjeerkraft v(z) =
75
d3w . .
3 Se appendiks D for flere detaljer.

Velger en en tank av betong med fglgende dimensjoner:

R=8.5m, H="17.95m, t =0.35m

; , (2.4.10)
v =9810N/m?(vann), v =0.2, £ =2-10"MPa
Med disse data blir 8 = 6.0044.
NUMERISK BEREGNING
Setter w = y1, w' =y} = yo, w’' = yh = y3, W' = Y3 = Y og
skriver (2.4.6) som et system av fire 1. ordens differensialligninger:
Vi =2
r_
2= (2.4.11a)
Y3 = Y4

yi=—48'(y +1~-2)
med fglgende randbetingelser:

y1(0) =0, 52(0) =0, y3(1) =0, ya(1) =0 (2.4.11b)

Skal bestemme s = w”(0) = y3(0) og r = w"”(0) = y4(0) slik at y3(1) og
ya(1) = 0. Setter folgelig ¢(r,s) = y3(1;7,s) og ¥(r,s) = ya(1;r,s). De kor-
rekte verdiene r* og s* gir da ¢(r*, s*) = 0. Lgser fplgelig (2.4.11) tre ganger
med y1(0) og y2(0) = 0 mens verdiene for  og s velges fra (2.4.3). De korrekte

verdiene 7* og s* beregnes deretter fra (2.4.5).
Utsnitt av programmet tankl samt utskrift er vist nedenfor.
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% Program tankil

clear; clear global beta4;

global beta4;

% === Data ===

R = 8.5; 7 Radius[m]

H = 7.95; % Hgyde[m]

t = 0.35; 7% Tykkelse[m]

ny = 0.2; J Poissons tall

beta = H*(3*(1-ny~2)/(R*t)"~2)"0.25;

fprintf (° beta = %7.4f\n’,beta);

betad = beta“4;

xspan = [0 1.0];

s = [0 0 1]; r = [0 1 0];

options = odeset(’Reltol’ ,1.0e-7,’AbsTol’, 1.0e-7);
Skyter tre ganger for & finne s* og r*x =====
1:3

[0.0; 0.0 ; s(k) ; r(k)];

= ode4b5(@fcntankl ,xspan,y0,options);
phi(k) = y(end,3); psi(k) = y(end,4);

nev = (psi(3)-psi(1))*(phi(2)-phi(1)) -

(phi(3) - phi(1))*(psi(2)-psi(1));

rstar= (phi(3)*psi(1) - psi(3)*phi(1))/nev;

sstar = (psi(2)*phi(1) - phi(2)*psi(1))/nev;

fprintf (’ r* = %12.5e s* = %12.5e \n\n’,rstar,sstar);

% ===== Tabell over forskyvning w ,helning dw/dx osv. =====
xspan = [0: 0.1:1.0];

yo = [0.0 ;0.0 ;sstar; rstar];

[x,y] = ode4b5(@fcntankl ,xspan,y0,options);

y(:,3) = -y(:,3); y(:,4)= -y(:,4);

fprintf (° x W dw/dx m(x)
v(x)\n\n’);

fprintf ( ’%10.3f %13.5e %13.5e %13.5e  %13.5e \n’,[x yl°’);
m = y(:,3)/beta; v = y(:,4)/beta”2;

function dydx = fcntankl(x,y)
% Kalles fra programmet tankl
global beta4;

dydx = zeros(size(y));

dydx (1) = y(2);

dydx (2) = y(3);
dydx (3) = y(4);
dydx (4) = -4xbetadx*(y(1) + 1 - x);
beta = 6.0044
r*x = 7.93776e+002 s* = -6.00946e+001
x W dw/dx m(x) v(x)
0.000 0.00000e+000 0.00000e+000 6.00946e+001 -7.93776e+002
0.100 -1.89049e-001 -2.86464e+000 4.85241e+000 -3.36907e+002
0.200 -4.57346e-001 -2.19767e+000 -1.36887e+001 -6.60901e+001
0.300 -6.03796e-001 -7.32255e-001 -1.38468e+001 4.15724e+001
0.400 -6.16145e-001 3.93069e-001 -8.41051e+000 5.74987e+001
0.500 -5.43811e-001 9.70524e-001 -3.44813e+000 3.94237e+001
0.600 -4.35148e-001 1.15559e+000 -6.10973e-001 1.81108e+001
0.700 -3.18861e-001 1.15307e+000 4.27833e-001 4.09131e+000
0.800 -2.06030e-001 1.10306e+000 4.68862e-001 -2.15847e+000
0.900 -9.76194e-002 1.07014e+000 1.76515e-001 -2.96401e+000
1.000 8.92555e-003  1.06379e+000 1.20446e-004 6.10070e-004

Vi ser at vi har god overenstemmelse nar vi sammenligner med den analytiske
lgsningen i tabell 1 i appendiks D. Figur 2.27 nedenfor viser forlgpet av det
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dimensjonslgse momentet samt skjeerkrafta.

Vanntank B =6.0044

“Wp----- T e e e e et et —
I
5 --.;’.-; ............................................................ -
!
= 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figur 2.27

(2.4.8) er av typen der den hgyeste deriverte er multiplisert med et lite tall €
der € = ﬁ i vart tilfelle. Kalles gjerne en singulaer ligning dersom vi tillater
at f — oo. Dette gjenspeiler seg i den analytiske lgsningen i lign. (D.1.6)
og (D.1.8), del D.1, i appendiks D, der vi har ledd av typen e°®sinfz og
P cos Bx.

Dette betyr at skytelengden i praksis er lik 5. Det vil da bli mer og mer
vanskelig a treffe randen z = 1 med gkende (-verdier. For store (-verdier
vil deformasjonen konsentrere seg rundt x = 0 slik at det kanskje ikke er
ngdvendig & skyte helt til z = 1, men kan greie oss med en mindre verdi.

D
Nedenfor har vi beregnet innspenningsmomentet mg = —887721 og skjeer-
L7 |z=0
0%v .
krafta vg = 9.2 som funksjon av skytelengden. Merk at myg = —s* og
T z=0
vy = —1*.
Skytelengde mo —g
1.0 60.098 | 793.809
0.9 60.093 | 793.715
0.8 60.099 | 793.670
0.7 60.079 | 793.598
0.6 59.816 | 791.835
0.5 58.879 | 781.541
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DEL 2.

Lineaert variabel veggtykkelse

R J
g l ‘ v 4
M : ‘
A x| | ‘
" \ \ \
tO
Figur 2.28
Her varierer veggtykkelsen linesert fra ty nederst til ¢; gverst.
to —t1 .
Med a = kan veggtykkelsen t skrives:
X
t= <1—aH> 1o, 0 < X < H (2.4.12)
Differensialligningen for forskyvningen W er na gitt ved:
d—2 Ddzﬂ —i—E@— (H-X) (2.4.13)
dx? \ " dx2 R -
Et3
D = — =
der 2012 ' =P

Konstantene har samme betydning som i del 1. (Se appendiks D for flere
detaljer)

Dimensjonslgs form

X E [t)\® L 31—
_ _ WY wogt= H 9.4.14
TTH YT YHY <R> B ( )




2.4. SKYTING MED TO STARTBETINGELSER 97

(2.4.14) innsatt i (2.4.13):

d? d*w 4 A
Iz [(1 - OKJU)deQ] +48°(1 —azx) -w=—-48(1 — x) (2.4.15)
Utderivert:
d*w(x) 6o ddw(x) n 602  d*w(x) I 484 wiz) = 7454(1 — ) (2.4.16)

dzt (1—az) dib (1—azx)? dz2 (1 - az)? (1 — ax)d

Dette systemet kan ogsa lgses analytisk, se appendiks D, del D.2, men mate-
matikken er mer komplisert fordi lgsningen blir uttrykt med en spesiell type
Besselfunksjoner som kalles Kelvinfunksjoner. Den numeriske fremgangsmaten
er derimot uforandret.

Velger samme tank som i del 1 med tillegg for varierende veggtykkelse:

R=8.5m, H="17.95m, tog =0.35m, t; =0.1m

; \ (2.4.17)
v =9810N/m’(vann), v = 0.2, E =2-10"MPa

Her blir a = % = % og som tidligere blir 8 = 6.0044.

NUMERISK BEREGNING

Setter w = y1, W' =y} =y, W' =9h =ys3, W =y, =ys, 2=1—ax og
skriver (2.4.12) som et system av fire 1. ordens differensialligninger:

Y1 =2
Yo = Y3
Yh = Y4 (2.4.18a)
,  6a 602 484 4841 — z)
y4:7y4—7y3—7y1—273
med fglgende randbetingelser:
y1(0) =0, y2(0) =0, y3(1) =0, ya(1) =0 (2.4.18b)

Fremgangsmaten blir som for del 1, bortsett fra at vi na har parameteren «
i tillegg til 8. Programmet tank2 blir derfor nesten identisk med tankl.
Hovedforskjellen er funksjonen fcntank?2 for diff. ligningen.
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function dydx = fcntank2(x,y)
% Kalles fra programmet tank2
global beta4 alfa;

z = 1 - alfax*x;
dydx = zeros(size(y));
dydx (1) = y(2);
dydx (2) = y(3);
dydx (3) = y(4);
temp = (6*alfa/z)*y(4) -(6%alfa~2/z"2)*y(3);
dydx (4) = temp -4*betadxy(1)/z"2 - 4xbetadx*(1 - x)/z"3;
Utskriften fra tank2:
beta = 6.0044
alfa = 0.7143
r* = 6.40200e+002 s* = -6.23338e+001
X W dw/dx m(x) v(x)
0.000 0.00000e+000 0.00000e+000 6.23338e+001 -7.73773e+002
0.100 -2.15376e-001 -3.45545e+000 9.04151e+000 -3.18887e+002
0.200 -5.66553e-001 -3.16644e+000 -8.14798e+000 -5.86193e+001
0.300 -8.05113e-001 -1.53673e+000 -8.34542e+000 3.32725e+001
0.400 -8.79417e-001 -3.87614e-002 -4.36688e+000 3.81223e+001
0.500 -8.34707e-001 8.24809e-001 -1.47715e+000 1.90313e+001
0.600 -7.31823e-001 1.17417e+000 -3.81333e-001 4.52213e+000
0.700 -6.05528e-001 1.35136e+000 -2.49403e-001 -5.41818e-001
0.800 -4.57651e-001 1.63752e+000 -3.00683e-001 8.66313e-002
0.900 -2.72819e-001 2.06404e+000 -1.83081e-001 2.16427e+000 %
1.000 -5.26758e-002 2.26301e+000 3.87892e-005 -1.76069e-006
>>

Vi finner god overenstemmelse ved & sammenligne med den analytiske
lgsningen i tabell 7, del D.2 i appendiks D.

2.4.2 EKSEMPEL PA IKKE-LINEARE LIGNINGER

A U,
- EEE——
- avre sjikt
n > e
__——"“ L.
/:”/ 56) skjersjikt
- "
-
M~ - > .
e ——m x
\“"-.
P — " . ..
° - \H—H‘"“—ﬁ-_,_q_ skjersjkt
. nedre sjikt T
Y U,
Figur 2.29

Figur 2.29 viser et fluidsjikt med initiell hastighet U; som strgmmer over et
annet sjikt med initiell hastighet Us. Da sjiktene ma ha samme hastighet og
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skjeerspenning langs den felles grenseflata, oppstar det et skjeersjikt som vist
pa figuren. For enkelhets skyld antar vi samme fluid i begge sjiktene. Antar
dessuten at Blasius ligning beskriver skjeersjiktet.

For begge sjiktene:

)+ fm) - f"(n) =0 (2.4.19a)
med randbetingelser:
F(0)=0 (2.4.19D)
f'(nee) =1 (2.4.19¢)
/ _
f(=n) = 0, (2.4.19d)

Merk her at n > 0 for det gvre sjiktet og n < 0 for det nedre sjiktet. Vi har
definert koordinaten 7 og strgmfunksjonen f(n) pa folgende mate:

Uy
=N Y
v (2.4.20)

Ur

(Sammenlign med lign. (C.2.7), appendiks C, del C.2)
I dette tilfellet er bade hastigheten f’(0) og skjeerspenningen f”(0) ukjente,
slik at vi ma tippe to initialbetingelser nar vi skal bruke skyteteknikk.

Far totalt folgende tre initialbetingelser:
f0)=0, f(0)=r, f'(0)=s (2.4.21)

De to ukjente initialbetingelsene ma velges slik at randbetingelsene (2.4.19c¢)
og (2.4.19d) blir oppfylt. Vi skriver dette pa folgende mate:

d(Noo; 7, 8) = f'(Noo; 7, 8) =1 =0for s =s*, r=1r* (2.4.22)

U(—Moos 7y 8) = [ (— Moo 7y 8) — gj =0fors=s* r=r" (2.4.23)

Istedenfor & bruke negative verdier for n for det nedre sjiktet, velger vi &
innfgre koordinaten ¢ der ( = —n. Far da felgende system:
I. For det gvre sjiktet:

)+ fm) - f"(m) =0 (2.4.24a)
med rand - og initialbetingelser:
F(ne) =1 (2.4.24Db)
f(0)=0, f(0)=r, f'(0)=s (2.4.24c¢)
D(Noo; 7, 8) = [ (Noi7,8) =1 =10 (2.4.24d)

II. For det nedre sjiktet:
)= FQ) - f(¢) =0 (2.4.25a)
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med rand - og initialbetingelser:

f'(C) = —Uj (2.4.25b)
f(0)=0, f'(0)=—-r, f'(0)=s (2.4.25¢)
(Coos 7y 8) = [(Cooi 1y 8) + gﬁ =0 (2.4.25d)

Merk at derivasjon er m. h. p. koordinaten ( i det nedre sjiktet.
Da ¢ = —n, far vi for eksempel:

df(¢) _ df(n) dn _ df(n) (1) = _df(n)
d¢ dn d¢ dn dn
Oppgava blir da a lgse (2.4.24a), (2.4.24c) og (2.4.24d) simultant med
(2.4.25a), (2.4.25¢) og (2.4.25d). Dette betyr at vi ma finne verdier av r og s
slik at (2.4.24d) og (2.4.25d) er tilfredstilt. Dette ma gjores for alle aktuelle
verdier av gi der gi € [0, 1].

Vi har da det gamle problemet med & finne gode nok startverdier for r og s nar
vi skal beregne nullpunktene av (2.4.24d) og (2.4.25d). Vi gar fram som tidli-
gere ved a beregne ¢(1o0; 7, 8) 0g ¥((x0; 1, ) for passende verdier av 1)so, (oo, T
og s og deretter tegne funksjonene. La oss se nsermere pa framgangsmaten.

A Vi skal finne de verdiene av 7

og s som er nullpunkter bade i

40 w=0 (2.4.24d) og (2.4.25d). Fra figur

—~— 2.30 ser vi at dette er punktet
Ar™ 4 (r*,s*). Velger verdier for

Al = ,S$7). Velg Too 08

(oo slik at ¢ og ¥ bare er funk-
sjoner av r og §:

S 50,5 =0
s : N, 7/)(7“*&*) :0
’ 1 I 2
|
|

(2.4.26)

5 rd

Velger sa en verdi s = s, se fi-
gur 2.30. Setter deretter r = rg
” . og beregner verdiene av ¢ og
Figur 2.30 langs linja s = S0 }rrled 'varieren—
de r. Med henvisning til figuren
ovenfor, far vi fortlgpende:

w(r(b 50) ' ¢(Tlv 80) > 07 ¢(7“1, 80) : ¢(T2, 80) > 07 ¢(7“2a 50) ' 7/’(7“37 50) <0

Th T T2 7

A J

Den negative verdien av ¢ (rq, so) - ¥(r3, So) betyr at vi har en rot av ¥(r, sg)
mellom r5 og 3. Denne rota som er merket med 1 pa figuren, kan finnes med
en endimensjonal nullpunktslgser siden ¢ na bare er funksjon av r. Ved a ga
videre langs s = sg, finner vi nullpunktet 2 av ¢ pa samme maéaten. Deretter
begynner vi pa ny s-verdi med s; = sg + As og finner nullpunktene langs s1-
linja. Tilslutt har vi beregnet alle nullpunktene merket med en ring pa figuren.
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Dermed kan vi finne en god tilnsermelse (7,3) til det korrekte nullpunktet
(r*,s*) . Med disse tilneeringsverdiene for nullpunktene, kan vi na lgse (2.4.26)
ved for eks. a bruke en todimensjonal versjon av Newton-Raphsons metode,
se avsnitt 14.2 1 C&K [5]. Figur 2.30 gjelder for en bestemt verdi av o = %
slik at vi i prinsippet ma gjenta sgkeprosedyren for hver verdi av «. I praksis
er dette sjelden ngdvendig, da verdien av (7, §) for en a—verdi vanligvis kan

brukes til a finne (r*,s*) for en naerliggende verdi av a. Prosedyren ovenfor

gir fglgende tabell for (r*, s*) som funksjon av g—f:
% r* s*

0.0 | 0.583776 | 0.284447
0.1 | 0.613568 | 0.267522
0.2 | 0.646947 | 0.247879
0.3 | 0.683594 | 0.225504
0.4 | 0.723101 | 0.200460
0.5 | 0.765049 | 0.172847
0.6 | 0.809060 | 0.142779
0.7 | 0.854807 | 0.110363
0.8 | 0.902021 | 0.075701
0.9 | 0.950480 | 0.038886
1.0 | 1.000000 | 0.000000

Med o = g—f finner vi folgende kurvetilpasninger for r* og s* fra tabellen:

r* ~ 7 = 0.1076 - &* + 0.3086 - a + 0.5838

2.4.27
s*~5=-0.1224-a% — 0.1620 - o + 0.2844 ( )

Istedenfor denne litt omstendelige fremgangsmaten, kan du forsgke program-
met fsolve fra Matlabs Optimization Toolbox.






KAPITTEL 3

DIFFERANSEMETODER FOR
ORDINARE
DIFFERENSIALLIGNINGER

3.1 TRIDIAGONALE ALGEBRAISKE
LIGNINGSYSTEM

Differansemetoder anvendt pa bade ordinsere og partielle differensiallignin-
ger gir vanligvis algebraiske ligningsystem med utpreget bandstruktur. Ved 2.
ordens differensialligninger bestar ofte koeffisient-matrisa for ligningsystemet
av tre diagonaler: En hoveddiagonal med en diagonal pa hver side av denne.
En slik matrise kalles tridiagonal. Et linesert, algebraisk ligningsystem med
tridiagonal koeffisientmatrise kan skrives pa formen:

blxl + cixo = d1

a;Ti—1 + bix; + cixir1 = d;

(3.1.1)
anrN—1+byzy =dn
1=1,2,..N ,a1=cny =0
eller pa matriseform:
(b1 1 [ 21 ] [ dy ]
as by co x2 da
= - (3.1.2)
an-1 by-1 en-1 TN-1 dn-—1
I av by | Lav ] L[dn ]

103



104 KAPITTEL 3. DIFFERANSEMETODER FOR ODL

(3.1.1) kan lgses ved Gauss-eliminasjon som for tridiagonale matriser blir en
enkel algoritme, ofte kalt Thomas-algoritmen. En detaljert utledning er gitt i
appendiks 1.

Eliminering:
Utfor for j =2,3--- ,N ¢j == _aj
bi-1 (3.1.3)
Beregn: bj :=bj —q; - ¢j_1, dj:=dj—q;dj1
Innsetting:
d
Sett xn := o
by

di — ¢
Utfer for j =N —1,N —2,---,1 %:%
J

(3.1.3) er implementert i subprogrammet tdma som tilsvarer prosedyren tri
i C&K [5] , avsnitt 6.3.

function x = tdma(a,b,c,d)
% Solution of a tridiagonal matrix
% using the Thomas-algorithm.
% No. of equations are given by the length
% of the main diagonal b
n length(b);
x zeros (size(b));
% === Elimination ===
for k = 2:n
q = a(k)/b(k-1);

b(k) = b(k) - c(k-1)*q;
d(k) = d(k) - d(k-1)*q;
end
% === Backsubstitution ===
q = d(n)/b(n);
x(n) = q;

for k = n-1:-1:1
q = (d(k) - c(k)*q)/b(k);
x(k) = q;

Merk at tdma ikke bruker a(1) og c(n).

(3.1.3) er sikker numerisk stabil dersom folgende betingelser er oppfylt:

|bl|>|61|>'0
|bi |2| a; | + ‘ C; |,ai'01'750 40 =2,3,---,N—1 (3.1.4)
| by |[>| an |>0
Matriser som oppfyller (3.1.4) , kalles diagonaldominante. Dersom vi
bare har ulikhetstegn i (3.1.4), betegnes dette som streng diagonaldomi-

nans. For diagonal-dominante matriser behgves ikke pivotering ved Gauss-
eliminasjonen.
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Dette sparer tid samtidig som bandstrukturen beholdes. Bevis av(3.1.4) er
gitt i appendiks 1.

Legg merke til at i matrisa (3.1.2) har koeffisientene i hver linje samme
indeks. Ligningsystemet i (3.1.1) kan ogsa skrives:

bix1 + coxe = dy

i 1%i—1 + biTi + cip1Tiy1 = d;

(3.1.5)
anN_1ZN—-1 +byzy = dn
1=1,2,.N ;a1 =cny =0
eller pa matriseform:
(b1 co T T z1 T [ dy ]
al bg C3 i) d2
= - (3.1.6)
an—2 bn—_1 cn TN-1 dn—1
| an-1 by ] | N ] | dn |

Legg merke til at i matrisa (3.1.6) har koeffisientene i hver kolonne samme
indeks.

Versjonen i (3.1.6) fas enkelt fra (3.1.2) ved a trekke 1 fra a-indeksene og ad-
dere 1 til c-indeksene. Matlab lagrer tridiagonale matriser pa formen (3.1.6).
(Se avsnittet Glisne matriser i Matlabelfsa ).

(3.1.6) er programmert i funksjonen tridiag.

Av gammel vane bruker vi vanligvis funksjonen tdma i kurset. Dersom be-
tingelsene i (3.1.4) ikke er oppfylt, kan f.eks. tripiv brukes. (Se appendiks I).
I appendiks A, del A.5, star det mer om lgsningsngyaktigheten for linezerelig-
ningsystem, spesielt tridiagonale system.
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3.2 VARMELEDNING

3.2.1 KJOLERIBBE MED KONSTANT TVERRSNITT

L
< >

Figur 3.1

Figur 3.1 viser en sirkuleersylindrisk stav med lengde L, omgivelses-temperatur
T og en konstant temperatur 7, for X = L.
Andre data: h = 100W/m? °C, k = 200W/m/°C

Fra ligning (B.0.22), appendiks B:

d d(T —Ts] hP
ax A x| T

For konstant tverrsnitt:

(T — To) (3.2.1)

d? hP
W(T —Tw) = k—A(T —Two) (3.2.2)
Innfgrer dimensjonslgse variable:
X T-T. hP
== =" =12 2.
S A A 1 (3:2:3)

der x er en dimensjonslgs lengde ( se B.5 ) og 6 en dimensjons- lgs tempera-
tur. Temperaturen 7T} er en referansetemperatur. Parameteren 32 kalles ofte
Biot-tallet. ( Vanlig betegnelse for Biot-tallet er Bi der Bi = 32 ).

Lign. (3.2.1) kan na skrives:

20
— — = 24
=B =0 (3:24)

med analytisk lgsning;:

0(x) = Asinh(Bz) = —B cosh(fz) (3.2.5)

der konstantene A og B bestemmes fra randbetingelsene.
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Ser pa et tilfelle med fglgende to sett av randbetingelser:
I
T=T,for X=0,T=1T for X=1L

1)

dr
szO:d—XforX:0, T=1T for X=1L

Tilfelle IT betyr at staven er isolert for X =0

Randbetingelsene pa dimensjonslgs form:

I)

0=0forx=0,0=1forz=1 (3.2.6a)
1)

do

d—:Oforx:O,Hzlforle (3.2.6b)

x

Randbetingelsene i (3.2.6) gir folgende uttrykk for temperatur og temperatur-
gradient:

I
) sinh(Bz) df _ , cosh(Bz)

Oz)=——""—2>, — =0 ———= 2.
@) =53 * o sinh(B) (3:2.72)
1)
cosh(fz) df sinh(Sz)
0(x) — B —" el 2.7b
(*) = osn@)  dz " cosm(B) (3:2.7b)
For eksemplet ovenfor blir Biot-tallet:
hP 2
2 _ T g0 2 g2 :
B = A L D L*, L og D i meter (3.2.8)

Men D = 0.02m og L = 0.2m blir f.eks. 3% = 4. En fordobling av lengden gir
en 4-dobling av Biot-tallet.

Numerisk lgsning

d%0 d*0 0;—1 —20; 4+ 0;
Vi bruker sentraldifferanser for a2’ og med T2 i = ! 2 + i far vi
fglgende differanseligning;:
0i_1 — (2 + 62h2) 0; +0,,1=0 (3.2.9)
Tilfelle 1

Vi nummererer punktene som vist pa figur 3.2:
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x=0 x=1

0O 1 2 3 l N-1 N N+I

Figur 3.2

x-koordinatene er her gitt ved: z; =¢-h ,7=0,1,.... N+ 1 der h = ﬁ

Ligning (3.2.9) utskrevet for ¢ = 1:
0o — (2+ B%h%) - 01 + 60, =0 — (24 B*h?) -0, + 6, =0
da 0(0) =0y =0
Ligning (3.2.9) utskrevet for i = N:
On—1— (2+ B*h?) - On +Oni1 =0
som med Oy =1 gir:
On_1— (2+B%h%) -On = —1

Fullstendig ligningsett:

i=1: —(2+6%%)-6,+6,=0
i=2,3,..N—1: 01— (2+6%h%)-0;+0;11 =0 (3.2.10)
i=N: Oy_1—(2+5%h) -0y =—1
I appendiks A, del A.5, eksempel A.15, er dette systemet behandlet mer

inngéende.

Ved & sammenligne med (3.1.1), far vi folgende sett med koeffisienter:

a;j=1,:i=2.3,..,N (3.2.11a)
bi=—(24+4%h?) ,i=1,2,...N (3.2.11b)
g=1,i=1,2,..,N—1 (3.2.11c)
di=0,i=1,2,..,N—1,dy=-1 (3.2.11d)

Programmet ribbel nedenfor bruker koeffisientene i (3.2.11) og lgser syste-
met med bruk av tdma. Den analytiske lgsningen er gitt i (3.2.7a). Minner
om at tdma ikke bruker a; og cn.
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beta = 2;

h = 0.1;

n = round(1.0/h) - 1; % no. of equations
a = ones(n,1); J subdiagonal

b = -(2 + (beta*h)~2)*a; % main diagonal
c = a; % superdiagonal

d = zeros(n,1); % right hand side

d(n) = -1;

thet = tdma(a,b,c,d);

thet = [0;thet; 1];

% analytical solution

xa = (0: h: 1.0)7;

theta = sinh(beta*xa)/sinh(beta);

fprintf (° «x theta analyt \n’);

fprintf (°%4.2f %9.5f 7%9.5f \n’,[xa thet thetal]’);

Resultatet fra programmet er gitt i tabellen nedenfor.

b numerisk | analytisk | rel. feil
0.0 | 0.00000 | 0.00000
0.1 | 0.05561 0.05551 0.00176
0.2 ] 0.11344 | 0.11325 0.00170
0.3 | 0.17582 0.17554 | 0.00159
0.4 | 0.24522 0.24487 | 0.00144
0.5 | 0.32444 | 0.32403 | 0.00126
0.6 | 0.41663 0.41619 | 0.00105
0.7 | 0.52548 0.52506 | 0.00082
0.8 | 0.65536 0.65499 | 0.00056
0.9 | 0.81145 0.81122 0.00029
1.0 | 1.00000 1.00000 | 0.00000

Tabell 3.1

Tilfelle 2. Versjon 1

Vi nummererer na punktene som vist pa fig. 3.3. Arsaken er at programmet
tdma venter at den fgrste ukjente har nummer 1, og her er det temperaturen
iz = 0 som er den fgrste ukjente, mens vi i tilfelle 1 hadde den fgrste ukjente
for © = h. (Det er egenltig ikke ngdvendig & omnummerere)

x=0 x=1

1 2 3 L N-1 N N+I

Figur 3.3
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x-koordinatene er na gitt ved: ; = (i —1)-h, i =1,2,..., N+ 1 der h = %
Bruker her sentraldifferanser for % i forbindelse med randbetingelsen x = 0

do| biy1—0ia
de|. 2h

(2

(3.2.12)

Da % =0: % =0 — 6y = 6 som insatt i (3.2.9) gir:

—(2 + ﬁ2h2) <01 +20,=0

Dette er den fgrste ligningen i settet og er den eneste som er forskjellig fra
(3.2.10). Istedenfor (3.2.11c) , far vi na:

c=2,¢=11=2,.N—-1 (3.2.13)
Tilfelle 2. Versjon 2

Istedenfor sentraldifferanser, bruker vi foroverdifferanser gitt ved lign. (3.2.9)
i kap. 1 for den deriverte:

ﬁ
dx

o —30i+ 40,11 — 040
2h

(3.2.14)

i@ o —3601 + 465 — 05
dx |, N 2h
som videre gir: —3601 + 4605 — 03 = 0 — 03 = 465 — 364

=0

Differanseligningen (3.2.9) utskrevet for i = 2:

01 — (24 B*h?) -0 + 03 =0

innsatt for 03:
01 — (24 B2h?) - Oy + 4605 — 36, =0 —

201 — (2+ B%h?) -0 =0 (3.2.15)
Dette er den fgrste ligningen i settet og er den eneste som er forskjellig fra
(3.2.10). Istedenfor (3.2.11b) og (3.2.11c) , far vi na:
by =2, b;=(2+pB%*%,i=2,..,.N (3.2.16a)
co=—2-6%%, ¢=1,i=2,..,N—-1 (3.2.16b)
For oversiktens skyld skriver vi opp hele settet:
i=1: 20— (2—3%h%) -6, =0
i=2,3,..N—1: 0;_1—(2+5%h%)-0;+0;11 =0 (3.2.17)
i=N: Oy —(2+B%h%) Oy = —1
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Legg merke til at vi her matte kombinere uttrykket for den deriverte med
differanseligningen for & fa en tridiagonal koeffisientmatrise. Lgser de to ver-
sjonene med S = 2 og h = 0.1. Nedenfor er listing av programmet ribbe22
som lgser (3.2.17).

clear

beta = 2;

h = 0.1;

n round (1.0/h); % no. of equations
a ones(n,1); 7% subdiagonal

bfac = (betax*h)~2;

b = -(2 + bfac)*a; J main diagonal
b(1) = 2;

c = a; % superdiagonal

c(1) = -(2.0 - bfac);

d = zeros(n,1); % right hand side
d(n) = -1;

thet = tdma(a,b,c,d);

thet [thet; 1];

% analytical solution

xa = (0: h: 1.0)°;

theta = cosh(betax*xa)/cosh(beta);

fprintf (° «x theta analyt \n’);

fprintf (’%4.2f %9.5f 79.5f \n’,[xa thet thetal’);

Den relative feilen er beregnet fra e,e; = [(Onuwm — Ganatyt)/Ganatyt| - Resultatet
av beregningen er gitt i tabell 3.2:

X Analyt. | Sentr.diff | Rel. feil | Forov.diff | Rel. feil
0.0 | 0.26580 | 0.26665 0.00320 | 0.26613 0.00124
0.1 | 0.27114 | 0.27199 0.00314 | 0.27156 0.00158
0.2 | 0.28735 | 0.28820 0.00295 | 0.28786 0.00176
0.3 | 0.31510 | 0.31594 | 0.00267 | 0.31567 0.00180
0.4 | 0.35549 | 0.35632 0.00232 | 0.35610 0.00171
0.5 | 0.41015 | 0.41095 0.00194 | 0.41078 0.00153
0.6 | 0.48128 | 0.48202 0.00154 | 0.48189 0.00128
0.7 | 0.57171 | 0.57237 | 0.00114 | 0.57228 0.00098
0.8 | 0.68510 | 0.68561 0.00075 | 0.68555 0.00067
0.9 | 0.82597 | 0.82628 0.00037 | 0.82625 0.00034
1.0 | 1.00000 | 1.00000 0.00000 | 1.00000 0.00000

Tabell 3.2

Vi ser at de to uttrykkene for den deriverte randbetingelsen gir omtrent sam-
me ngyaktighet unntatt nser x = 0 , der foroverdifferansene er en del bedre. I
avsnitt 3.6 ser vi nsermere pa ngyaktigheten av deriverte randbetingelser.

Istedenfor nummereringen i fig. 3.3, kan vi bruke nummereringen i fig. 3.2 med

zi=1i-h,i=0,1,..,N+1derh= 57 slik at vi med & sette i = 1i (3.2.9)
far:
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0o — (2+ B%h%) -0, +6,=0
Randbetingelsen i (3.2.14) blir na:

i@ _—3004—491—02_()
dx |, N 2h N
som gir:
0o = 4(61 — 62)/3 (3.2.18)
som innsatt ovenfor gir ligning nr. 1:
—(2433%h2) -0, +20, =0 (3.2.19)

Etter at systemet er lgst, beregnes 6, fra (3.2.18). (se program ribbe23)

3.2.2 RIBBE MED VARIABELT TVERRSNITT
D

Figur 3.4

Figur 3.4 viser en trapesformet kjgleribbe med lengde L og bredde b. Tykkelsen
variere fra d for X = 0 til D for X = L . Ribba har varmetap for X = 0 og
har en gitt temperatur Ty, for X = L. Omgivelsestemperaturen er konstant
lik T -
Figur 3.5 viser gvre halvpart av ribba. Av denne figuren finner vi folgende
relasjon:

_D/2—-4d/2 1/2-d/2
N L N X

tan(¢)

som lgst m.h.p. [ gir:
D—d d d X
SR P T ATE 1 [
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T= TL
X
| D2
2
e
/ "X
X=0 X=L
Figur 3.5

Vi forutsetter at temperaturen varierer hovedsakelig i X-retning slik at utled-
ningen i appendiks B kan brukes. Antar derfor at D er liten, D << L samt
0<f&<1.

Fra appendiks B, lign. (B.0.22):

d d(T — Tw) hP(X)
— [A(X) - = T-1T. 2.21
randbetingelser:
dT(0)  ho _

For trapestverrsnittet i fig. 3.4:

P(X)=2(b+1)~2bforl <<bog A(X)=0b-1

Innfgrer fglgende dimensjonslgse stgrrelser:

T-Ty X
Temperatur@zm,lengdemzf , a—%,0<a<1samt
2h - L ho
Biot-tallene 3% = §=— L 2.22
iot-tallene /8 Dn %8 85 p (3 )
Med bruk av disse dimensjonslgse stgrrelsene kan (3.2.21) skrives:
% {a+(1-a)- x}dig) — B%*(z) =0 (3.2.23a)
med randbetingelser:
do 2
%(0) =B5-0(0), 0(1) =1 (3.2.23b)

Nar d = 0 som betyr o = 0 , gar trapesprofilet over til et trekantprofil.
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Lign. (3.2.23) blir na:

20 do
For x = 0:
df )

Den analytiske lgsningen av (3.2.23) og (3.2.24) er gitt i appendiks G, del G.5.

Eksempel 3.1 Talleksempel for trapesprofilet.
L=0.1m, D =0.0lm, d=0.005m, h=8W/m?/°C, hg =

1
200W/m?/°C,0g k = 40W/m/°C som gir 2 =4.0, a = 5 08 Ao =01
(3.2.25)

(3.2.23) blir na:

d de

— | (1 -—| —8-6(x) =0 3.2.26

=lave- 2] -8 00 (3.2.26)
Et Matlab-program som beregner temperaturen 6 samt gradienten 6’ for den
analytiske lgsningen, der x gar fra 0 til 1 med skritt Az = 0.1 | er gitt i

appendiks G, del G.5.

Programmet gir felgende tabell:

X 0(x) 0’ (x)

0.00 | 0.18069 | 0.09034
0.10 | 0.19623 | 0.21842
0.20 | 0.22415 | 0.33967
0.30 | 0.26424 | 0.46318
0.40 | 0.31708 | 0.59556
0.50 | 0.38383 | 0.74211
0.60 | 0.46614 | 0.90754
0.70 | 0.56611 | 1.09629
0.80 | 0.68632 | 1.31291
0.90 | 0.82978 | 1.56211
1.00 | 1.00000 | 1.84901

Numerisk lgsning av homogent trapesprofil

Vi vil na lgse lign. (3.2.26) numerisk med bruk av sentraldifferanser

d’0  db
(1+ $)W + pr 8-0(x)=0 (3.2.27a)
med randbetingelser:
db 0
—(0) = 55 - 0(0) = 50) , 0(1) =1 (3.2.27b)

dx



3.2. VARMELEDNING 115

Fremgangsmaten blir som for tilfelle 2, versjon 2, avsnitt 3.2.1 med samme
nummerering.

0.0

Figur 3.6

x-koordinatene er gitt ved: ; = (i—1)-h ,i=1,2,.... N+ 1 der h = % .

Diskretisering:

Oiv1 —20; + 0;—1 . Oiv1—0;

—1 o
h? on, 20i=0

(1+x5) -

som ordnet blir:

— (1 — ) - bi—1+2- (1 + 8h - 'Yi) -6; — (1 +'Yi) 011 =0 (3.2.28a)
der ; = h = h i=1,2,.,N+1 (3.2.28b)
Y ) iGNy h T R =

For randbetingelsen i (3.2.27b) far vi:

0 —6y 0
22h 0 — 51 — 0y = 0y — 0y - h som innsatt i (3.2.28) for i = 1 gir :
24+h-(1+15-7)] 61 =202 =0 (3.2.29a)
For i = N:
—(1—=9n) - ON-14+2-(1+8h-vv) -On =14+ (3.2.29Db)

For i = 2,3,...,N — 1 bruker vi (3.2.28). Vi har da et tridiagonalt lig-
ningsett som kan lgses med Thomas-algoritmen. Tabellen nedenfor viser
beregningene med to forskjellige verdier av h. Vi ser at feilen er 100
ganger mindre for A = 0.01 enn for A = 0.1 som betyr at feilen er av
O(h?) ; i overenstemmelse med teorien. Den relative feilen er beregnet fra

|(0numer7jsk’ - eanalytisk)/eanalytisk|
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h=0.1 h =0.01

x | 0(z) rel. feil | x | 6(z) rel. feil
0.0 | 0.18054 | 8.000E-4 | 0.0 | 0.18069 | 4.866E-6
0.1 | 0.19634 | 5.619E-4 | 0.1 | 0.19623 | 1.010E-5
0.2 | 0.22442 | 1.224E-3 | 0.2 | 0.22415 | 1.669E-5
0.3 | 0.26462 | 1.436E-3 | 0.3 | 0.264259 | 1.703E-5
0.4 | 031752 | 1.394E-3 | 0.4 | 0.31709 | 1.325E-5
0.5 | 0.38430 | 1.222E-3 | 0.5 | 0.38383 | 9.861E-6
0.6 | 0.46660 | 9.910E-4 | 0.6 | 0.46614 | 6.393E-6
0.7 | 0.56653 | 7.385E-4 | 0.7 | 0.56611 | 2.737E-6
0.8 | 0.68665 | 4.838E-4 | 0.8 | 0.68632 | 4.342E-7
0.9 | 0.82998 | 2.364E-4 | 0.9 | 0.82978 | 1.508E-6
1.0 | 1.00000 | O 1.0 | 1.00000 | O

Numerisk lgsning av sammensatt trekantprofil

0.1lm 0.1m

Ny
v
A
v

0000":" 7
S OO e tede%e
000002,:,’,,

Del a Del b
Figur 3.7

Figur 3.7 viser en trekantformet kjgleribbe sammensatt av en trekant (del a)
og et trapes (del b) der del a og b er laget av forskjellige materialer. Hen-
sikten med dette tilfellet er a vise hvordan vi kan behandle diskontinuiteter.
Her er temperaturen kontinuerlig, mens temperaturgradienten er diskontinu-
erlig pa grenseflata mellom de to delene p.g.a. forskjellige verdier for varme-
ledningstallene. Fra appendiks B:
dr
—dQy =P -h-[T(X)—Tsx]-dX der Q, = k:Aﬁ

For dX — 0 far vi da d@Q — 0 = @ = konstant som betyr at pa grenseflata
mellom de to legemene gjelder felgende relasjon:

Qo = Qb = koA, <3§> = kp Ay <3§> (3.2.30)

dr ko (dT .
Da A, = A, pa grenseflata, fglger: <dX> = B (dX)a som pa dimen-

sjonslgs form (med bruk av (3.2.22) blir:

do ko [ dO
=) = (= 2.31
(&), -5 (i), 623
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Bruker fglgende tallverdier:

L=02m, D=0.02m, d=0.0lm, h, =hy, =80W/m?/°C ,

(3.2.32)
ko = 160W/m/°C og ky = 40W/m/°C

Med disse tallverdiene blir (3.2.31):

(Zi)b _y. (Zi)a (3.2.33)

Differensialligning:
d (x df
—(=—)—0(x)=0 3.2.34
i (5%)- o (3:2.340)
2h - L?
B2 = som gir 32 = 2.0 og B = 8.0 (3.2.34b)

Dk
Ved & skrive(3.2.34) pa den viste formen, har vi oppnadd kontinuiteten i
(3.2.30)

0.0 0.5 1.0
X
1 2 M-1 M M+1 N N+1
Figur 3.8

Med henvisning til figur 3.8 bruker vi folgende nummerering:

zi=0—-1)-h,i=1,2,...N+1der h =

1
N (3.2.35)
5

N
M = ) + 1 der N er et partall og z); =

Med k =ky fori =M farviat 8 =S, fori=1,2,...., M og B = B for i > M.
For ¢ # M kan vi skrive (3.2.34)

do \" dx

Diskretiserer (3.2.36) med bruk av (1.2.10) i kap. 1:

d ( d@) ~B2.0(z) =0 (3.2.36)

—X;_ 1 91',1 + (QZ‘ZJF% + l’ii% + B2h2) . 01 - IL‘i+7 . 9i+1 =0

1
2 2
Innsatt for z; 1 = (i — 3)-h og ri1 = (i— 3) - h far vi:

(i_

1 1
2 2

N W

)-Hi_1+[2(i—1)+52h]-9i—(i—;>~9i+1=0
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eller dividert med i:

3 1 2p 1
_ (1_2i>.9i_1+ [2. (1_1) _|_ﬁz] 0; — (1_2i> 0;+1 =0 (3.2.37)

(3.2.37) brukes for alle verdier av ¢ = 2,3, ..., N unntatt for i = M = N/2+1

Fori=1
Fra (3.2.24b) far vi for randbetingelsen for x = 0:
- 4605 — 6
3—0(0) = B2 -0(0) — 3 +2h92 S — 32 - 61 hvor vi har benyttet tabell 1.1
x
Dette gir:
03 = 462 — (3 + 2h32) - 6, (3.2.38)

Skriver ut (3.2.37) for i = 2:

(Y (-2) ] o)

som innsatt fra (3.2.34b) og (3.2.38) gir:

<1 + 32’7“> 0 - (1 - ’;) 0y =0 (3.2.39)

Dette er den fgrste ligningen .

For i = M.
0.5

M1 M-*% M M+t M+I

Figur 3.9

Her bruker vi ligningen pa formen gitt i (3.2.34) som diskretisert med bruk av
(1.2.10) fra kap. 1 gir:

%47% =pB2=20, 6]2\“% =32 =80

(1-nh) _h _(1+h)
T3 Ty — (N =

h
som gir:

—4-(1—h)-Op1+[5—3h+16h% -0y — (1+h)-Ope1 =0 (3.2.40)

For i= N kan vi bruke (3.2.37) med 8% = 32 = 8.0:

- <1 — 32h> On_1+2-[(1—h)+4R% -0y = (1 - Z) (3.2.41)
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Ligning (3.2.39)—(3.2.41) er et linezert ligningsystem pa tridiagonal form som
kan lgses med Thomasalgoritmen. I tillegg til temperaturen gnsker vi ogsa a
beregne temperaturgradienten 6'(x) . For = 0 bruker vi (3.2.24b) og sprang-
verdien %(0.54—) = (%)b finnes fra (3.2.33). De andre verdiene beregnes med
vanlige sentraldifferanser, med 2. ordens bakoverdifferanser for x = 0.5 og x
= 1.0 . La oss se pa bruken av differensial-ligningen som et alternativ.

Vi integrerer(3.2.36):

do; 2w
— = 5/ O(x)dx , i=2,3,....,N +1 (3.2.42)
dr  x; Jg
Integralet I = ffl‘ O(x)dx beregnes f.eks ved bruk av trapesmetoden. Bereg-

ningen av (3.2.42) er vist i pseudo-kode nedenfor:

0, = 3.4
s = 0
Utfor fori = 2,...,.N+1
x = h-(i—1)
s = s+0.5h- (9i+9i—1)
2 2
Dersom (i < M) sett 0, := % ellers 0, := %

I tabellen pa neste side har vi brukt (3.2.42) og trapesmetoden. I dette til-
fellet er ngyaktigheten av de to metodene for beregning av #'(z) temmelig
sammenfallende da bade 6 og 6" er glatte funksjoner (bortsett fra x = 0.5),
men generelt vil integrasjonsmetoden gjerne veaere mer ngyaktig dersom det er
diskontinuiteter.

X 0(x) rel. feil | 6'(x) rel. feil

0.00 | 0.08007 | 1.371E-4 | 0.16014 | 1.312E-4
0.10 | 0.09690 | 1.341E-4 | 0.17670 | 1.302E-4
0.20 | 0.11545 | 1.386E-4 | 0.19438 | 1.286E-4
0.30 | 0.13582 | 1.252E-4 | 0.21324 | 1.360E-4
0.40 | 0.15814 | 1.265E-4 | 0.23333 | 1.329E-4
0.45 | 0.17007 | 1.294E-4 | 0.24387 | 1.312E-4
0.5- | 0.18253 | 1.260E-4 | 0.25472 | 1.021E-4
0.5+ | 0.18253 | 1.260E-4 | 1.01889 | 1.021E-4
0.55 | 0.23482 | 5.962E-5 | 1.07785 | 1.067E-4
0.60 | 0.29073 | 5.848E-5 | 1.16297 | 9.202E-5
0.70 | 0.41815 | 3.348E-5 | 1.39964 | 7.288E-5
0.80 | 0.57334 | 1.744E-5 | 1.71778 | 5.938E-5
0.90 | 0.76442 | 7.849E-6 | 2.11851 | 4.862E-5
1.00 | 1.00000 | 0.0 2.60867 | 1.526E-4

Tabell 3.3: Lgsning av lign. (3.2.34) med h = 0.01



120 KAPITTEL 3. DIFFERANSEMETODER FOR ODL

3.3 TO-PUNKTSMETODE . VARMEVEKSLER.

Et system av p forste ordens differensialligninger kan skrives:

y;(l’) = fi(xaylay% "'ayp) ) i = 1727 <y D

Dersom randverdiene er foreskrevet for x = a og x = b , kan vi skrive rand-
verdiproblemet pa vektorform:

y'(z) =f(x,y) (3.3.1a)

A-y(a)+B-yb) =c (3.3.1b)
der A og B er p x p - matriser.
Randbetingelsene méa veaere linezere, dvs. elementene i A og B er konstanter,
dersom de skal kunne skrives pa formen i (3.3.1b) Det eksisterer selvfplgelig
mer generelle randbetingelser; f.eks: g(y(a), y(b)) = 0, men (3.3.1b) dekker
en lang rekke tilfeller.
Eksempel 3.2

Fra lign.(3.2.4) og (3.2.6):

a0
2 532 —
5~ B0 =0

00)=0, 0(1) =1

Med notasjonen i (3.3.1) kan dette systemet skrives:

y/1 =Y2
yh = By

o o ol < ol Bl =
0 0 y2(0) 10 y2(1) 1
Vi diskretiserer (3.3.1) med bruk av sentraldifferanser. Da (3.3.1) er et sett av

1. ordens ligninger, velger vi & utvikle differanseutrykkene halveis mellom to
punkt ; i dette tilfellet rundt T, _1 som vist pa figur 3.10.

2

i1 -
|

o b~
—_—

Do [
Do [

Figur 3.10
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dy
dx

_YiT VY1

(vy;+y;-1) +O(h*)  (33.2)

D=

jf

(3.3.2) brukt i (3.3.1) gir:

W—f(xj_%,yjzyj‘v =0,j=1,2,...,N (3.3.3a)
med randbetingelser:
A-yg+B-yy=c (3.3.3b)
Notasjon:
:cj:a+j'h,j:0,1,...N,h:b]_va (3.3.3¢)
Med denne diskretiseringen kan det vises at fglgende relasjon gjelder:
y(z;) =y;(h) + h?e(z;) + O(h") , j=0,1,..,N (3.3.4)

Her er y;(h) de diskretiserte verdiene ved skrittlengden h og e(x;) er en
funksjon som kan relateres til den gitte differensialligningen. (Bevis for de
forskjellige teoremene kan finnes i Keller [8], kapittel 3).

P& denne maten far vi bare to forskjellige indekser i hver ligning ; derav nav-
net to-punktsmetoden. Den vesentlige fordelen med denne metoden er nor-
malt i forbindelse med randbetingelsene. En mindre bakdel er at vi selv for
2. ordens differensialligninger ma bruke en generalisert versjon av Thomas-
algoritmen, men disse generaliserte versjonene er ogsa effektive. Utvider vi
to-punktsmetoden til flere dimensjoner/tidsvariasjon, kalles metoden for en
boksmetode. De mest kjente av disse er Kellers boksmetode i grensjikt-teori
og Preismanns metode i kanalstrgmning. (Wendroffs metode i avsnitt 6.7 er
et spesialtilfelle av Preismanns metode). Vi skal na bruke (6.7.3) pa et system
av to ligninger der ligningene allerede i utgangspunktet er pa formen gitt i
(6.7.1).

Eksempel 3.3 Varmeveksler

Figur 3.11

Figur 3.11 viser en varmeveksler som er modellert som to rgr. I det ytre
rgret foregar strgmningen fra venstre mot hgyre med konstant hastighet w,
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og i det indre rgret har vi en strgmning med konstant hastighet w;. Vi har
likestrgm nar w; er rettet mot hgyre mens vi har motstrgm narw; er rettet
mot venstre. Temperaturen i det ytre og det indre rgret betegnes henholdsvis
Ty og T;. Vi regner det ytre rgret sa godt isolert at et eventuelt varmetap til
omgivelsene kan neglisjeres.

Noen betegnelser: (Indeks i henviser til det indre rgret)

Rgrlengde: L [m)]

Lengdekoordinat: X [m]

Rgrdiameter: d; [m]

Areal av rgrtverrsnitt: Ai=m-d?/4 [m?]

Omkrets av indre ror: P=mx-d; [m] (3.3.5)
Tetthet av medium: i [kg/m?] -
Massestrgm: m; = piAiw;  [kg/s]

Totalt varmeovergangstall: ~ h [W/m?/°C)|
Egenvarme: ¢ [J/kg/°C]|
Varmestrgm: Q; = e T (W]

For de indekserte stgrrelsene (3.3.5) har vi tilsvarende med indeks y for det
ytre rgret. Qy; er varmestrgmmen til det indre rgret fra det ytre:
Med henvisning til figur 3.12:

Qui = hP - dX [T (X) — T;(X)] (3.3.6)

Varmebalansen for det indre rgret:

Qi = Ql + dQl = Qyi som gir:

. ) : (3.3.7)
sz = Qyi = _de
hvor vi har benyttet oss av at vi ikke har noe varmetap til omgivelsene.
aXx
< > l Qy/
A
T, > W,
A
. Q Q+dQ
i - W, d, dy — > > w, _
v
T, > Wy
v

Figur 3.12
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(3.3.5) - (3.3.7) gir:
mic;dTi(X) = hP - dX [T, (X) — T;(X)] = —riycydT,(X) (3.3.8)
Fra (3.3.8) far vi fglgende ligninger:

B hP

4T, (X) = ———[Ty(X) - Ti(X)] - dX (3.3.9a)
aT(X) = 22 1, 30) ~ 1)) - ax (33.9b)

Vi innfgrer na dimensjonslgse stgrrelser. Lar Tj,. og Ty, veere referanse- tem-
peraturer som kan gis passende verdier i konkrete tilfeller. De dimensjons-lgse
temperaturene i ytre og indre rgr betegnes na henholdsvis v og v.

T, — -

Temperatur ytre ror: u = 3.3.10a
Y T’ir - Tyr ( )
T, —1T,
Temperatur indre ror: v = ——%= (3.3.10b)
Tir - Ty'r
X
Lengde: z = T (3.3.10c)
hPL hPL
ay = — =
ycy  pyAywycy
Koeffisienter: ) ) (3.3.10d)
hPL hPL
ai = " =
mic; pi Aswic;
(3.3.10) innsatt i (3.3.9) gir fplgende system:
d
Ytre ror: d—Z = —ay(u —v) (3.3.11a)
Indre ror: d—v = ta;(u —v) (3.3.11b)
%

Vi har skrevet + foran leddet pa hoyre side i (3.3.11b) der pluss-tegnet gjelder
for stremningsretningen som vist pa figur 3.12, mens negativt fortegn gjelder
nar w; skifter retning (motstrgm). Det er underforstatt at u og v er funksjoner
av z slik at vi slipper a skrive u(z) og v(z).

Analytisk lgsning
Dersom vi kjenner temperaturen for en gitt x-verdi bade i det ytre og indre
rgret, kan vi lgse (3.3.11) analytisk.

Ved subtraksjon:
d
(=) = (ay % ag) - (=)
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Innfgrer temperaturdifferansen
0=u—v (3.3.12)
slik at vi far ligningen —% = (ay = o) - 0 med lpsning:

O(z) =6y - e~ (ayFai)z , der 6y = 6(0) (3.3.13)
Far da felgende lgsning for u og v:

_ _ . Qy . _—(ayta;)x

u(x) = up — b [ay m 042':| {1 e\ } (3.3.14a)
- Y]] L e eyt

v(x) = v + by [ay T Oéz} [1 e\ } (3.3.14b)

Her er up = u(0) og vo = v(0) . Dersom f. eks. u(0) og v(1) er gitt, har vi et
tilfelle med splitta randbetingelser som ma lgses numerisk.

Tilfelle med splitta randbetingelser.
For et tilfelle med motstrgm blir (3.3.11):

du

P —ay(u —v) (3.3.15a)
=) (3.3.15b)
o = —i(u—v 3.

Innlgpstemperaturen for det ytre rgret = 7,(0) og utlppstemperaturen =
Ty(L) . Tilsvarende betegnelser for det indre rgret er 7;(0) og T;(L) . Vel-
ger na referansetemperaturene i (3.3.10) for dette tilfellet:

T, = T,(0) og Tj = T;(L) slik at (3.3.10) na blir:

T, — T,(0)
Temperatur ytre ror: 4 = — 22— 3.3.16a
’ T(0) ~ 1,00 (3:3:16)
: T; — T,(0)
Temperatur indre ror: v = ————2— 3.3.16b
P T.(E) - 1,0 (3:3:160)
Dette valget av referansetemperaturer gir folgende randbetingelser:
u(0)=0, v(1)=1 (3.3.17)

(3.3.15) innsatt i (3.3.3):
Uj — Uj_1 1 1
=y [2(% +uj1) - (2(%' + Ujl))]

Vi — Vi1 1 1
S = [2(% + 1) — (2(1;]- + vj—l))}

som ordnet gir felgende ligningsystem:



3.3. TO-PUNKTSMETODE . VARMEVEKSLER. 125

(h-ay—=2)-uj—1+2+h-oy) -uj—h-ay-vj-1—h-oy-vy=0 (3.3.18a)

h'Oéi"LLjfl—l-h'Oéi"LLj—(h'ai+2)-Uj71+(2—h-04i)"0j:0 (3.3.18b)

(3.3.18) er et spesialtilfelle av det mer generelle systemet

1 2 1 2 1 2 !
a; )Uj—l + a§ )Uj—l + bg. )uj + bg- )Uj + C§~ )Uj-i-l + Cg' )vj-i-l = § ) (3.3.19)
ag,?’)ujfl + a§4)vj,1 + b§-3)Uj + b§4)Uj + cgs)uj'ﬂ =+ C§~4)Uj+1 = §2)

Systemet i (3.3.19) kalles et bi-tridiagonalt ligningsystem. Algoritmen for
lgsning av dette systemet kalles ofte Douglas-algoritmen. (Se appendiks I)
Nedenfor har vi skrevet ut (3.3.19) pa matriseform.

[ Cgl) c§2) bgl) b(12)
C(13) C(14) b(13) b(14)

agl) aéZ) bél) bé2) C(21) C(22)
ag?’) a§4) b;3) b§4) C(23} C(24)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
aj3 aj4 bj3 bj4 ng cj4
a,(v ) a; ) bg. ) b; ) ® C,(- )

J J J

(1) (2) (1) (2)
a a b b
Ea

Vi ser at vi har fatt en tridiagonal koeffisientmatrise der hvert element i
matrisa er en 2x2 - matrise. En slik matrise kalles blokk-tridiagonal der hvert
element er en blokk. Vi far ofte blokk-tridiagonale matriser nar vi diskretiserer
system av forste ordens ordinsere og partielle ligninger. Hadde vi f.eks. brukt
3 rgr, ville hver blokk veert en 3x3 - matrise.

Den tridiagonale strukturen blir enda tydeligere nar vi setter navn pa blokke-
ne:

aj J J i ]
(1
uj d;
X; = ,d;= |4 ,ij=1,2,..,.N
J [Uj] J [dgg)] J

slik at systemet ovenfor kan skrives:

Ty
dy

_d(Ql)_
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ay byl

X1
X2

XN

Cdy ]
do

[dy

(3.3.20)

A lgse dette systemet med Douglas-algoritmen, er det samme som & bruke
Thomas-algoritmen nar man tar hensyn til at elementene er matriser og

vektorer.

Indeksering.

Ytre ror :

Indre ror :

Randbetingelser: ug =0, uy =1 .
Algoritmen krever at den fgrste ukjente har indeks 1 og den siste indeks N.
Som figuren ovenfor viser, stemmer dette for det ytre rgret, men ikke for det
indre der vy er den forste ukjente.

Vi forandrer indeksene som vist nedenfor:

x=0 x =1
| | | | | |
[ ] ] ] ] 1
Uy Uy Uz Uj UN- 1 Uy
x=0 x =1
l | | | | |
[ I I I I |
Uy U; Uy U; Un- 1 Un
Figur 3.13
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x=0 x=1
L | | | |
Ytre ror : I T T T T
Uy U, Uy u] UN- Uy
x=0 x=1
L | | | |
Indre ror : I T T T T
U] Ug Ug UJ UN UN+1
Figur 3.14
Far da fglgende indeksering;:
For w:
uj, 7=0,1,..., N, up = 0 fra randbetingelsen (3.3.21a)
For v:
vj,j=1,2,.,N+1, vyy1 =1 fra randbetingelsen (3.3.21b)
Med den nye indekseringen i (3.3.21b), blir systemet i (3.3.18) na:
(h-ay—=2)-uj_1+2+h-ay) uj—h-ay-vj—h-oy-vjy1 =0 (3.3.22a)
h-ai-uj_l—i—h-ai-uj—(h-ai+2)-vj—l—(Q—h-ozi)-ij =0 (3.3.22]3)
Utskrevet for j = 1:
24+h-ay)-ur—h-oy-vi—h-ay-va = 0
h~ai~u1—(h~ai+2)-v1—i—(2—h-ai)-v2 = 0
hvor vi har benyttet ug = 0 fra randbetingelsen.
Utskrevet for j = N:
(h-ay—2)-un-1+2+h-ay) - un—h-ay-vn = h-oy
h-oj - unv—1+h-aj-uy—(h-a;+2)-oy = h-o;—2
hvor vi har brukt vyy; = 1 fra randbetingelsen. Ved & sammenligne vart

system ovenfor med basissystemet i (3.3.19), far vi fglgende koeffisienter for
bruk i Douglas-algoritmen:

ag-l) = h-ay—2, a§»2) = 0, b§1) = 24+h-oy, b§.2) =
cg.l) = 0, c§2) = —h-ay, d§1) = 0, j =
aég) = h- o, a§4) = 0, b§3) = h-o, b§4) =
B _ ) _ A 2 _ -
> = 0, G = 2—h-q;, dj = 0, ] =

—h - ay

1,2,...,N—-1
—(h-a; +2)
1,2,...,N—-1
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hvor oz}) og a?) ikke brukes.

For j = N blir utrykkene som i (3.3.23) bortsett fra dg\l,) =h-ay og d%) =

h-o;—2. 05\2,) og c%) brukes ikke. Et eksempel med N = 6 er gitt vist nedenfor.

B P 0 P 1
SR B VI S u
1 1 2 2 v
RETRE :
) 0 by’ by 0 ¢ 0 s
0 o o B b o0 us
agg) 0 bg?’) b:(;l) 0 ci(;l) 0 us|
0 aé(ll) 0 bil) bf) 0 04(12) ug|
a0 B BV 0 Yo Ve
0 a0 B BP0 oY) |
I
0 a0 B b |
I 0 o o oY Y] "
(3.3.24)

Sammenlignet med det generellle systemet ser vi at fire av halv-diagonalene
forsvinner i vart tilfelle: a§2) , a§-4) ) cg-l), og c§.3) . Dersom det er behov for
a spare denne plassen, kan vi skrive en spesiell versjon som ikke bruker dis-
se vektorene. (Se Fortran-funksjonen bitris i appendiks I som ogsa finnes i

Matlab-versjon)

Eksempel 3.4 Talleksempel

Vi skal avkjole smgreoljen fra et gassturbinanlegg. Oljen har en temperatur
pa 100°C. Til disposisjon har vi vann med temperatur pa 30°C. Andre data:

Rarlengde: L =61lm

Rgrdiameter: d =0.025m

Omkrets av ror: P =m-d=0.07854m
Massestrgm: my, =0.1o0gm; =0.23kJ/s
Totalt varmeovergangstal: h = 40W/m?/°C

Egenvarme: cy =2130o0gc; =4180J/Kg/°C

Med disse data, far vi fglgende verdier for koeffisientene o, og «;:

PL hPL
Qy = — ~09, a;=——~=02 (3.3.25a)
My Cy m;c;
Referansetemperaturene i (3.3.6) og (3.3.12):
T, = Ty(L) = 30°C , T, = T,(0) = 100°C’ (3.3.25b)

som gir forbindelsen mellom dimensjonslgs og dimensjonelle temperaturer:

I
PRV O DO DO OO OO0 o oo

IS8
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Ty(x) =100 — 70 - u(zx) , T;i(x) =100 — 70 - v(x) (3.3.26)

Legg merke til at vi bruker den dimensjonslgse koordinaten x i (3.3.26).

Tabellen viser resultatene ved a lgse (3.3.24) med koeffisienter gitt i (3.3.23)
ved bruk av bitris gitt i appendiks I. Vi ser av tabellen at smgroljen blir
avkjglt fra 100°C til 60.4°C, mens vannets temperatur stiger fra 30°C til
38.8°C. Temperaturforlgpet i tabellen er vist i figur 3.15.

Selv om vi ikke har noen direkte analytisk lgsning a sammenligne med, indike-
rer den sma forskjellen mellom Igsningene for h = 0.1 og h= 0.01 at tabellver-
diene sannsynligvis er temmelig ngyaktige. En delvis bekreftelse kan fas ved &
bruke den analytiske lgsningen i (3.3.14) som innsatt for tallverdiene for dette
eksemplet blir:

u(z) = vog[l —e 077
(3.3.27)

v(z) = vo[l + ~ (1 — e 7))

h=0.1 h =0.01

x | 5,0 | GO || x | L,O)C | B0

0.0 | 100.00000 | 38.80441 || 0.0 | 100.00000 | 38.80226
0.1 | 94.67864 | 37.62189 || 0.1 | 94.68054 | 37.62016
0.2 | 89.71719 | 36.51934 || 0.2 | 89.72070 | 36.31798
0.3 | 85.09129 | 35.49137 || 0.3 | 85.09618 | 35.49031
0.4 | 80.77825 | 34.53291 || 0.4 | 80.78431 | 34.53211
0.5 | 76.75692 | 33.63928 || 0.5 | 76.76395 | 33.63870
0.6 | 73.00756 | 32.80609 || 0.6 | 73.01539 | 32.80569
0.7 | 69.51178 | 32.02925 || 0.7 | 69.52026 | 32.02899
0.8 | 66.25243 | 31.30495 || 0.8 | 66.26142 | 31.30480
0.9 | 63.21352 | 30.62964 || 0.9 | 63.22291 | 30.62958
1.0 | 60.38014 | 30.00000 || 1.0 | 60.38981 | 30.00000

Losning av lign. (3.3.24)
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100.0
] Smarolje
80.0
j T
_ 60.0]
. _
~ 1 - Vann
40.0 e
20.0
O_O T T T I T T T I T T T I T T T I T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
Figur 3.15

Verdien av vy = v(0) er ukjent og ma beregnes numerisk. Ved a utfore bereg-
ningen for forskjellige verdier av h, far vi folgende tabell:

h ()
0.100 | 0.87422266
0.050 | 0.87424592
0.010 | 0.87425336
0.005 | 0.87425359
0.001 | 0.87425359

Dersom vi aksepterer vg—verdien for A = 0.001 som den rette”, kan vi bruke
denne i (3.3.27) og deretter sammenligne med tabellverdiene. Gjor vi det,
finner vi at den relative feilen for h = 0.1 ligger i intervallet [1074, 107°]
mens den for h = 0.01 ligger i intervallet [1076, 10=7] . Dette viser at
differanseskjemaet er av O(h?), i overenstemmelse med teorien.

I avsnitt 6.7 behandler vi det ikke-stasjoneere tilfellet av dette eksemplet.

Bruk av Richardson ekstrapolering
Denne teknikken som er velkjent ved Romberg-integrasjon, kan ofte brukes til
a forbedre verdier som er funnet ved bruk av differanse-metoder. ( Se avsnitt
431 C & K [5] ). La oss anta at den korrekte verdien er y, mens vi har
funnet en tilnsgermelse y; med bruk av skritt lengden h;. Dessuten antar vi at
forbindelsen mellom y og y; er gitt ved:

yi=y+A-RF+B-BF 4 (3.3.28)

der A og B er konstanter.
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Dersom vi na beregner to tilnsermelser y; og y2 med to forskjellige verdier hy
og ho, far vi to ligninger av typen (3.3.28) og kan dermed eliminere A med
fglgende resultat:

hs -y — by -2 hEhY*! — hEnSH!
—y+B- 3.3.29
hk — nk v hk — b - (3.3.29)

(3.3.29) kan kalles h*- ekstrapoleringsformelen. Spesielt for k = 2 og hy = %hl
far vi fra (3.3.29):

1

y~y2+ 5y —y) (3.3.30)

med en feil %Bh:{’ +...

I noen tilfeller er vi s& heldige at B = 0. Da blir feilen av O(h{). Dette er
nettopp tilfelle for to-punkts metoden. For denne metoden far vi fra (3.3.4)
med h = hy:

y(z;) = y;(h) + h?e(z;) + O(h') , j =0,1...N (3.3.31)

En tilstrekkelig betingelse for at (3.3.31) gjelder er at (3.3.1) har kontinuerlig
femte derivert pa det aktuelle intervallet. (Se Keller [8] ). Med var notasjon
blir (3.3.30):

via) =, () +3 | (5) -vi0] + o (3.3.32)
Tytre

x | h=02 | h=0.1 | Ekstrapol. | h=2-103

0.0 | 100.0000 | 100.00000 | 100.00000 | 100.00000

0.1 94.67864

0.2 | 89.70651 | 89.71719 | 89.72075 | 89.72073

0.3 85.09129

0.4 | 80.75984 | 80.77825 | 80.78439 | 80.78437

0.5 76.75692

0.6 | 72.98376 | 73.00756 | 73.01549 | 73.01547

0.7 69.51178

0.8 | 66.22511 | 66.25243 | 66.26154 | 66.26151

0.9 63.21352

1.0 | 60.35076 | 60.38014 | 60.38993 | 60.38990

I tabellen ovenfor har vi beregnet temperaturen 7T}, i det ytre rgret ; fgrst
med h=0.2 , s& med h=0.1 og deretter ekstrapolert verdiene etter formelen i
(3.3.32) I fglge denne formelen skal vi da fa verdier med ngyaktighet av O(h*)
som i dette tilfellet blir 0(0.2%) = O(107%) ~ 2 - 1072 som eksempel. I den
siste kolonnen har vi utfgrt beregningen med h = 2 - 1072 med verdier som
viser at teorien stemmer.
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3.4 LINEARISERING AV IKKE - LINARE
ALGEBRAISKE LIGNINGER

Som eksempel, bruker vi problemet i avsnitt 3.2.2:

3
" __ 2,2
yir) =5y (3.4.1)
y(0)=4, y(1)=1
der en av lgsningene er gitt ved:
4
= — 3.4.2
SERCEEE (342)
Vi diskretiserer(3.4.1) med bruk av sentraldifferanser for y”(x):
Yir1 —2Yi+yi-1 3 o
02 — 2
eller ordnet:
3.9
Yi-1— |2+ §h Yi | Yi +¥it1 =0 (3.4.3)
med h = Az
Xo X X; Xn-1 Xy Xn+1
0 1.0
Figur 3.16

Vi har delt intervallet [0,1] iN + 1 deler der h = 1/(N +1) og x; = h -1,
i=0,1,... N+ 1. Dayy=4og ynv+1 = 1, blir (3.4.3):

—(2+ 3PPyt =
Yio1 — (24 3R%y) yi + yis1 =0 (3.4.4)
yn—1— 2+ 3hyn)yn = -1

deri=2,3,..N—1

Koeffisientmatrisa for (3.4.4) er tridiagonal, men systemet er ikke-linesert. (Et
system av 2. grads ligninger). Vi har ikke formler som kan lgse slike system,
og settet ma derfor lineariseres. La oss skal se nsermere pa to metoder for &
utfgre denne lineariseringen.
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3.4.1 METODEN MED ETTERSLEP

Da ligningsystemet er ikke-linesert, ma vi utfgre en iterasjonsprosess. La yf”“

og y/* veere lgsningen av den diskretiserte ligningen (3.4.3) eller (3.4.4) for
henholdsvis iterasjon m + 1 og m. Metoden med etterslep gar ut pa & erstatte
avhengige variable ved iterasjon m + 1 med tilsvarende variable fra iterasjon
m helt til vi bare har linezere ledd. I (3.4.3) og (3.4.4) er det y*-leddet som
forarsaker ikke-lineariteten og som derfor ma lineariseres. Skriver ut (3.4.4)):

_ (2 + 3ym+1h2) mtl ygﬂrl =4
y;n_i_l (2 + m+1h2) m+1 +ym+1 =0 (345)
o B ) R =1

deri=2,3,.N—1,m=0,1,2,...

Lineariseringen bestar na i a erstatte 2h2 m+1 3h2 m+1 og 2h2 m+l ed
3h2 , %hQ og 2h2y slik at vi far f@lgende hneaere system:
— @A)yl s =4
it — (24 3y h?) yit + uhy =0 (3.4.6)
N-1 (2+ SURDY) R = -1

deri=2,3,..N—1,m=0,1,2,..

Vi har na fatt et linesert, tridiagonalt system som kan lgses med Thomas-
algoritmen.

For & starte iterasjonsprosessen, ma vi tippe verdier for y? ,i=1,2,...N. Der-
som vi ikke har spesielle opplysninger, kan vi f.eks. tippe y? =0,:=1,2,...N.
Gode startverdier vil generelt gi raskere konvergens. Vi ma ogsa huske & teste
for diagonal-dominans nar vi bruker tdma. For (3.4.6) blir kravet:

gylm h?
som er oppfylt dersom alle 3" > 0. Av figur 2.8 ser vi at dette kravet er opp-
fylt for den ene lgsningen, men ikke for den andre. Nar denne betingelsen ikke
er oppfylt, kan det veere fornuftig & bruke en Igsningsrutine med pivotering,
f.eks. tripiv istedenfor tdma. Nar vi ikke vet hvoran iterasjonsprosessen vil
forelgpe, er det lurt & bare bruke antall iterasjoner som et stoppkrav. Etter
vi har fatt innsikt i iterasjonsforlgpet, kan vi legge til andre stoppkriterier.
Endel eksempler er vist i avsnitt 3.4.3

'2+ >2,i=12..,N

Matlabprogrammet delay34 gir fglgende resultat med h = 0.05:
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Itr. | max. avvik
1 | 1.000e+000
2 5.525e-001
3 1.104e-001
4 2.632e-002
5 5.892e-003
6 1.328e-003
7 2.980e-004
8 6.690e-005
9 1.502e-005
10 | 3.370e-006
11 | 7.562e-007
12 | 1.697e-007

Max. avvik betyr her det maksimale relative avviket. Lgsningen av differanse-

ligningen konvergerer langsomt mot lgsningen yy = som vist pa 2.8

(14 2)?
i avsnitt 2.2 . Den maksimale relative feilen i lgsningen er ~ 5.6 - 10~* som
ikke kan minskes uten & minske skrittlengden h.

Fordelen med denne metoden er at lineariseringsprosessen er enkel. Bakdelen
er at den konvergerer ofte langsomt, samt at vi gjerne ma ha gode start-
verdier for a fa konvergens. Nar vi vet hvordan iterasjonen forlgper, kan vi
som nevnt ovenfor, legge inn et stoppkriterium basert pa et iterasjonsavvik.
Iterasjonslgkka kan na f.eks. se ut som vist nedenfor:

it = 0; itmax = 10 ; dymax = 1.0; RelTol = 1.0e-5;
d = 0 ; % hgyre side

d(1) = - 4.0; d(n) = - 1.0;
while (dymax > RelTol) & (it < itmax)
it = it + 1 b = -(2.0 + fac*ym); 7% hoveddiagonal

yml = tdma(a,b,c,d); % Lgser ligningsystemet

dymax = max(abs((yml-ym)./ym1));’% Beregner relativ avvik

ym = yml; % Oppdatering fprintf (° %10d %12.3e \n’,it,dymax);
end

Legg merke til at for & starte iterasjonslgkka, ma& dymaz veere stgrre enn
RelTol

3.4.2 NEWTON-LINEARISERING

For vi setter opp den formelle utviklingen, viser vi en variant som er enkel &
bruke nar ikke-linearitetene er rene produkt.

Setter yZ-nH =y + oy, (3.4.7)

der dy; er avviket (residuet) mellom y;-verdiene for de to iterasjonene. Ved
bruk av 3.4.7:

2
) = (4 ou)® = (Y + 2y 8y + (3y;")?
~ o (ym)? + 2y - Sy =y 2y =y

1

(3.4.8)
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Lineariseringen bestar i & neglisjere (dy)? som liten i forhold til de andre
leddene.

(3.4.8) innsatt i (3.4.4) gir fplgende system:

—(2+ 3y Ry = =R (h)? -4
v = @3y i = =3k (3.4.9)
yotl — 2+ 3ymht)yntt = —3(ymh)? -1

deri=2,3,...N—1, N—-1m=m=0,1,2,...

Vi har igjen fatt et linesert, tridiagonalt system som kan lgses med Thomas-
algoritmen. Velger samme startverdier som i foregaende versjon. Matlabpro-
grammet taylor34 gir fglgende resultat med h = 0.05:

Itr. | max. avvik
1.000e4-000
3.765e-001
2.479e-002
9.174e-005
1.175e-009
2.405e-015

S T W N~

Vi ser at iterasjonsprosessen na gar mye raskere enn ved etterslep-metoden.
Riktignok langsomt i starten, men fra tredje iterasjon har vi rask konvergens.
Lineariseringen i (3.4.7) og (3.4.8) er egentlig en Taylorutvikling der vi rekke-
utvikler rundt iterasjon m og bare beholder de to forste leddene. Kaller det
ikke-linesere leddet som skal lineariseres for F' og antar at F' er funksjon av
den avhengige variable z i punktet ¢ ved iterasjon m + 1: Vi skal linearisere
leddet F(zi)‘mJrl = F(2i)m+1. Bruker den siste notasjonen i fortsettelsen.

Rekkeutvikling:

OF
(Z)mer & F(zi)m + 02 (dzi>m (3.4.10)
der §z; = 2"t — o
I tilfellet ovenfor:

0z — Oyiy 2T =y 2 sy F(y) e = (67T, Fyi)m = (47>

som innsatt i (3.4.10) gir:(y"™1)? ~ (y7)? + 2y - 6y; som er identisk med

(3.4.8). Fremgangsmaten i (3.4.10) kalles ofte Newton-linearisering.

I mange tilfeller inngar flere indekser i det ikke-lineere leddet. Anta f.eks at
vi har et ledd der bade z; og z;+1 inngar. Vi bruker da Taylorutvikling for to
variable:
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oF oF
F(zi zi41)ma1 & F (2, 2ig1)m + 02 <8> +0zi11 (8 . >
w5 m L m (3.4.10)

+1

_ ,m _.m+1
der 0z; = z; =2, bz = 20 — 2

Dersom bade z;_1, z; 0og z;1+1 inngar, far vi:

F(zi—1, zi, Zig1)m+1 = F(zi—1, 2i, Zit1)m

U U (L R Sy Y
Zi—1 627;_1 . Zi GZZ - Zi+1 3Z¢+1 .

+1

m+1

m L . m m+1
i1~ %ty 0z =z

— 2", 0241 = Zi — z{ﬁ‘(rl |
3.4.12

der dz;_1 =z
Tilsvarende for flere indekser.

Eksempel 3.5

Gitt differensialligningen y”(z) 4+ y(x)+/y(z) = 0 som diskretisert med sentral-
differanser blir:

yirﬂ_l — 2yt oyt p2ymtly fymt — 0 ved iterasjon m 4+ 1. (a)

Det er leddet yimH . \/y;”“ som er ikke-linesert og ma lineariseres. I dette

3
tilfellet har vi bare ett indeks og vi bruker (3.4.10) med z; — y; og F(y;) = y;:

3
2

OF .
FWi)ma1 ~ F(yi)m + 0y <> — (y™)% + 6y - 3 - (y;n); oller

yi

y?“\/yf"ﬁ%y?”\/WJr%'\/Wﬁyi der dy; = ;"™ — y"

Merk at uttrykket na er linesert da ylmH bare inngar i 1. potens.
Innsatt i (a) far vi folgende differanseligning:

3 h?2
yrtt + <2h2 VYT — 2> y oyt = UV (b)

Eksempel 3.6

y"(x) + sin (y(x)) = 0 som diskretisert med sentral-differanser blir:

yl =2y 7 + R sin () =0 (a)

)

Det er leddet yZmH som er ikke-linesert og ma lineariseres. Vi har bare ett
indeks og vi bruker (3.4.10) med z; — y; og F(y;) = sin(y;):
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oOF
F(yi)m+1 = F(Yi)m + 0y (811) = sin(y;") + dy; - cos(y;") eller

m—i—l)

sin(y; ~ sin(y;") + cos(y") - oy; der dy; = y;’”l —y"

Innsatt i (a) far vi felgende differanseligning;:

Yt + (W% cos(y") — 2y + T = PPy cos(y") —sin(y"))  (b)

Eksempel 3.7

Gitt differensialligningen 3" (z)+y(z)/y'(z) = 0 som diskretisert med sentral-
differanser blir:

ymtt — 2y

Lyt ey Yy — g =0, der a = hy/h/2 (a)
Det er leddet y{”H\/W som er ikke-linezert og ma lineariseres. I
dette tilfellet har vi tre indekser og vi bruker3.4.12 med z;_1 — y;—1 , 2; — ¥;

0g Zi+1 — Yi+1 samt F(Yi—1,Yi, Yi+1)m = Yiv/Yi+1 — Yi—1. Finner de enkelte
leddene i (3.4.12):

. . _ . m m .M oOF — _ y"
F(ylflvyla yz+1)m =Y; Yir1 —Yi—1 > <8yi71)m QM )
oF _ m__ . m g oF — yi
<8yi>m = \Yit1 — Yty og tilslutt <6yi+1)m N T

Totalt:

" m+1 m—l—lN m\/ﬁ_ v Sus
it \/ Yit1 —Yi—1 Yi VY1 — Y1 SN T Yi—1

i
+ yﬁ-l - yinil -0y + Wéyﬁl

Merk at uttrykket na er linesert da ylmi'l, ylmJrl og Yy, Hl bare inngar i 1. potens.

Vi setter dette inn i (a) som na blir linezer:

<l—ay’ ) yZmJrl (2—ag™)- y?“—i—(l—i—afg&) y;f{l

_a29 (with — i) (b)

der g™ = \/yity — iy

I neste avsnitt viser vi hvordan vi kan operere direkte med delta-stgrrelsene

6yz m+1 6ym+l og 5y{f1rl

Hvordan vil disse eksemplene bli dersom vi bruker metoden med etterslep?
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Lign. (a) i eksempel 3.5 skrives: ¢/ t! + (h24/y" T —2) -y 4yt =0
Koeffisienten foran y;m'l—leddet inneholder \/yierl som blir erstattet med
/Y slik at ligningen blir: ¢+t + (A2 /y7* — 2) -yt 4yt = 0

I lign. ligning (a) i eksempel 3.6 erstattes med slik at ligningen blir:
yZ”fIH — 2y2-mJr1 + yf’f{l = —h2 sin(y™) =0

Lign. (a) i eksempel 3.7 skrives:

g (e =y T = 2) Ty =0

Koeffisienten foran yzmﬂ—leddet inneholder yf_ﬁl — yznf{l som erstattes med

VYT — yiy slik at ligningen blir:

W (o — o 2) g =0

Nar vi bruker denne metoden, ma vi fgrst skrive systemet pa en form som viser
koeflisientene i ligning-systemet. Dersom koeffisientene inneholder avhengige
variable ved iterasjon m + 1, ma disse erstattes med verdier fra iterasjon
m. Men dette er ofte det samme som a Taylor-utvikle koeffisientene rundt
iterasjon m og bruke bare 1. ledd i utviklingen.

Vi kan derfor vente at metoden med etterslep generelt konvergerer langsom-
mere enn nar vi bruker to ledd av Taylor-utviklingen. Metoden med etterslep
brukes helst for partielle differanseligninger der f. eks. materialparametrene er
funksjon av de avhengige variable, f.eks. temperaturavhengige varmelednings-
tall.

3.4.3 EKSEMPLER PA STOPPKRITERIER

Vi setter:
0y = v, Yy, i 1,2,...',N7 m=20,1,... (3.4.13)
der N er antall beregningspunkt
1. Test for absolutte stgrrelser.
ta1 = max(|oy;|) < tol, (3.4.14a)
1 N
taz = Z 6y3] < tol, (3.4.14D)
=1
1 N
tag = — | _(6y:)2 < tol, (3.4.14c)
n
i=1
2. Test for relative stgrrelser.
P 5yl m+1
r=max (| =) <tol., y;""" #0 (3.4.15a)
i
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N
N \sy;
tyy = % < tol, (3.4.15b)
D im ‘yi ’
0y
_ max(Powil) (3.4.15¢)

max(|y;" )

Dersom de stgrrelsene vi beregner er av stgrrelsesorden 1, er det likegyldig
om vi bruker en absolutt eller en relativ test. Vanligvis bruker vi en relativ
test da denne samsvarer med uttrykket ”antall korrekte siffer”. Dersom den
stgrrelsen vi beregner er liten i hele sitt beregningsomrade, bruker vi vanligvis
en absolutt test.

La oss bruke testene ovenfor pa problemet i avsnitt 2.2 der vi skal beregne
Igsningen yrr gitt pa fig 2.8

Vi gjentar ligningen fra 3.4.1:

y'(x) = ng (3.4.16a)

y(0) =4, y(1) =1 (3.4.16b)

Vi tipper et startprofil gitt ved parabelen y, = 20(z —22) , 0 < z < 1. Denne
parabelen, samt lgsningen 77 , er plottet i figuren nedenfor.

4

= \
4
(2]
6 Vs
MY

-8

-10
\_/

-12

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
Figur 3.17

I dette tilfellet er det naturlig & bruke et relativt stoppkriterium da yry ligger
i intervallet [4,—10.68]. Med ni iterasjoner far vi fglgende tabell:
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Iter.nr. tro tr3
1 7.25-10°1 | 7.55-1071
2 8.70-1071 | 8.20-1071!
3 8.49-107! | 6.65-1071
4 4.96-107" | 5.85-1071
5 2.10-107' | 2.80-1071!
6 4.62-107% | 6.07-1072
7 2.24-1073 | 2.70-1073
8 4.68-107% | 5.79-1076
9 2.26-10711 | 2.55. 10711

Iterasjonsforlgpet er typisk for Newton-iterasjon da startverdiene vare lig-
ger et godt stykke fra de korrekte verdiene. For de seks fgrste iterasjonene
minker feilen langsomt, mens vi har rask konvergens for de siste tre iterasjo-
nene. Vi ser ogsa at det er liten forskjell mellom de to kriteriene i dette tilfellet.

Nedenfor vises listing av programmet avvikr.

clear
h = 0.025; % skrittlengde
ni = 1/h; % Antall intervall
% h ma velges slik at ni er et heltall
n = ni-1; J Antall ligninger
= 3.0xh*h;
ones(n,1) ; % underdiagonal
a; % overdiagonal
og ¢ blir ikke ¢gdelagt under eliminasjons-prosessen og
an derfor legges utenfor iterasjonslgkka.
(h:h:1.0-h)’;
= -20*x.*(1 - x); % Startverdier
= zeros(n,1); d = b; dy = b; % allokering
fprintf (° Itr. \n’);
for it = 1:9
b = -(2.0 + fac*ym); 7% hoveddiagonal
d = -(fac*0.5)*ym."2 ; % hgyre side
d(n) = d(n)- 1.0;
d(1) = d(1) - 4.0;
yml = tdma(a,b,c,d); % Lgser ligningsystemet
dy = abs(yml - ym);
tr3 = max(dy)/max(abs(ym1));
tr2 = sum(dy)/sum(abs(yml));
ym = yml; % Oppdatering av y-verdier
fprintf (° %10d %9 .2e %9.2e \n’,it,tr2, tr3);
end

O H
»
o

= @ unon

o< MW 220
=]

Programmet avvika som beregner de absolutte kriteriene, er temmelig iden-
tisk med avvikr bortsett av vi erstatter beregningen av t,o og t,.3 med

tal = max(dy);
ta2 = sum(dy)/mn;
ta3 = sqrt(dot(dy,dy))/n;

3.4.4 LIGNINGER PA DELTA-FORM
Fra lign. 3.4.8

(Y2 = (" + 6yi)2 = (y™)2 + 2y - 6yi + (Gy;)?

(
~ (ym™)2 + 2y - Oy =y 2y — ym)

(2
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Vi har her innfgrt dy; = yf”l — ;" slik at ligningsystemet lgses m.h.p y;”“.
Dette er ikke ngdvendig. Vi kan beholde dy; som ukjent og lgse systemet
m.h.p. delta-stgrrelsene. Ved a innfgre y,@”“ =yl +oy, k=i—1,1,i+1
samt (y7"1)2 x (y™)2 + 2y - y; i (3.4.5) eventuelt (3.4.9), far vi folgende

ligningsystem

—(2+3yhY)oy1 + 0y2 = —(y5 — 2y +4) + 3(y"h)?
Syic1 — (24 3yl h2)oy; + Oy = —(yy — 2y +y ) + S(yh)?
Syn—1 — (2+3yRh)oyn = —(1—2yR +y )+ 3 (yRh)?
(3.4.17a)

deri=2,3,...,.N—1,m=0,1,2,...

Vi har benyttet at yo = 4, dyo = 0, ynv+1 = 1, dyn+1 = 0 fra randbetingelsene.
For hver iterasjon oppdateres y-verdiene ved:

Yt =y Sy i =1,2,., N (3.4.17b)

Nar vi har funnet ut hvordan iterasjonen forlgper, kan vi f. eks. legge inn
stopp-kriterier som max |dy;| < 1 eller max|dy;/y/" ™| < eq, i = 1,2,...,N
Iterasjonslgkka i programmet delta34 ser slik ut med bruk av (3.4.15¢):

it = 0; itmax = 10; dymax = 1.0; RelTol = 1.0e-5;
while (dymax > RelTol) & (it < itmax)
it = it + 1; b = -(2.0 + fac*y); % hoveddiagonal
d = (fac*0.5)*y."2 ; 7 hgyre side
for j = 2:n-1
d(j) = d(§) -(y@G+1)-2xy () + y(j-1));

end
d(n) = d(n)- (1.0- 2*y(n) + y(n-1));
A1) = d(1) - (y(2)-2%y(1) + 4.0);

dy = tdma(a,b,c,d); % Lgser ligningsystemet
y =y + dy; % Oppdatering av y-verdier
dymax = max(abs((dy)./y));% Beregner relativ avvik
fprintf (° 7%10d %12.3e \n’,it,dymax);
end

3.4.5 KVASILINEARISERING

I det foregdende har vi forst diskretisert ligningen og deretter linearisert den.
Det er fullt mulig & linearisere ligningen fgrst. Dette blir gjerne kalt kvasi-
linearisering. La oss se pa en generell, ikke-lineser 2. ordens ligning:

y'(z) = f(z,y,y) (3.4.18)
Skriver (3.4.18) pa formen:

gz, y, 9 y") =y () — f(x,y,y) =0 (3.4.19)
Setter
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OU = Ymt1 = Ym > OU = Y1 — YUm » 0% = Y1 — Yim (3.4.20)

der m og m + 1 som vanlig betyr iterasjonsnummer. (I storparten av dette
avsnittet skriver vi iterasjonsnumrene som subindekser)

Ved rekkeutvikling av (3.4.19) rundt iterasjon m:

9T, Y1 Y 1o Y1) = (2 Yo Y Yrm)

99 99 (99 ,,
* <8y>m5y+<8y’>méy+<8y” méy

(3.4.21)

Anta at vi har iterert sa mange ganger at

9@ Ymt1s Y1 Yt 1) = (T, Y Yrs Yry) A~ 0 som innsatt i (3.4.21) gir:

@ @ / Jg "_
(8). 0 () () oo m
Ved derivasjon av (3.4.19):

dg  df dg  of 9y

oy~ dy ay oy ay
som innsatt i (3.4.22) gir:

5y’ = (gi)m oy + (S;t/)m 5y’ (3.4.24)

Ved a sette inn fra (3.4.20) i (3.4.24) samt bruk av (3.4.18), far vi:

i _ ﬁ Y4 _ % .
Ym+1 oy’ Ym+1 Ay Ym+1

0 0

Skriver tilslutt (3.4.25) med var vanlige notasjon med iterasjonsnummer oppe:

(y")" - <§;,> () - <g‘§) Syt

= Fay™, (") - (;f)m () - (gg)m e

Vi har brukt en 2. ordens ligning som eksempel, men (3.4.24) — (3.4.26) lar
seg umiddelbart generalisere til en n’te ordens ligning, f.eks. en 3. ordens:

(3.4.23)

(3.4.25)

(3.4.26)
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(y/l/>m+1 _ <§?j/> . (y//)m+1 _ <gyf/> . (y/>m+1 _ <(;ZJ:> .merl

= f@,y™, @)™, ")) - <§j,)m (y)m

- (Sj)m )" - (‘;ﬁ)m ()

(3.4.27)

Eksempel 3.8

1)
s " 3 2
Ligningen y" (x) = Y
Her blir ng/ =, g—’yp = 3y som innsatt i (3.4.26) gir:
3
/" m+1_3 m ,m+l _ 2 m\2
(y") y" -y 5y™)
Ved a diskretisere med sentraldifferanser y! ~ % far vi folgende

differanseligning;:
3
g = 2+ 3Ry i = =S ()
som er i overenstemmelse med (3.4.9).
2)
Falkner-Skan-ligningen y” +y- y” +5-[1- (y’)z] =0

Vi skriver ligningen pa formen:

y” = — (y . y// =+ ﬁ . [1 — (y,)Q]) = f($7y>y,>y”)
| of o ., of
Lign. (3.4.27) gir med 3y Y, oy 28y, 3y Yy

(y///)m—l—l 4 ym . (y//)m-i-l _ 2l8(y/)m . (yl)m+1 + (yl/)m . ym—i—l
= =8 (1+1@)") +y™ - @™

Bruk sentraldifferanser og verifiser lign.(F.0.16) i appendiks F

3.5 LOSNING AV BLASIUS LIGNING VED
BRUK AV DIFFERANSEMETODE

Fra eksempel 2.7:

"+ ff"=0 (3.5.1)



144 KAPITTEL 3. DIFFERANSEMETODER FOR ODL

med randbetingelser:
f(0)=f(0)=0
fne) =1

Dersom vi bruker sentraldifferanser for de deriverte, far vi fglgende utrykk:

" = (fiso = 2fi1 +2fic1 — 2fi2) /20 + O(h?)
fi (fix1 —2fi + fiz1)/h? + O(h?) (3.5.2)
= (fix1 — fi=1)/2h + O(h?)

der h = An

Ved a sette (3.5.2) inn i (3.5.1) med pafslgende linearisering, vil vi fa et ligning-
system med pentadiagonal koeffisientmatrise - en diagonal for hvert indeks,
som skrives (bruker y istedenfor f her ):

ey b tai Yy by ey fyth = di i =1,2,.,n (3.5.3)

Systemet i (3.5.3) har formen (y ved iterasjon m + 1):

(b1 a fi I [ di ]
az by c2 fo Y2 do
e2 az b3 c3 f3 Y3 ds3
e a; b ci fi |y | = di

€n—2 Qap—2 bn72 Cn—2 fn72 Yn—2 dn72

€n—1 G0Onp-—1 bn—l Cn—1 Yn—1 dn—l

L €n anp bn J L Yn | L dn |

Dersom vi innfgrer y;”“ =y + dy; kan vi ogsa skrive (3.5.3) pa delta-form:

€+ 0Yi—2 + ;- 0Yi—1 + bi - 0Y; + ¢i - 0yit1 + fi - 0Yiy2
:di_ (elylﬂzQ_‘_a’Zylnzl_‘_bly;m_‘_clyﬁl_'_flyﬁQ) 5 1= 1727"'7N
(3.5.4)

Diagonalene e; = 1 og f; = 1 er konstante i vart tilfelle, slik at forskjellen
mellom det tridiagonle og pentadiagonale systemet ikke er sa stort her.
Systemene i (3.5.3) og (3.5.4) er behandlet i appendiks F for Falkner-Skan
ligningen og er programmert i fskpenta og fskdelta. I tillegg er det ogsa vist
hvordan vi kan bruke Matlab-lgseren bvp4c og bvp5c.

Vi prgver om vi kan slippe unna med en tridiagonal matrise og skriver (3.5.1)
som et system av to differensialligninger ved & innfere

f'(n) =g(n) (3.5.5)
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(3.5.1) kan na skrvies:

=g (3.5.6a)
g +f-¢d=0 (3.5.6Db)
med randbetingelser:
f(0)=9(0)=0, g(ne) =1 (3.5.6¢)
Innsatt fra (3.5.2) i (3.5.6b)
h
g =20 gl S e - et =0 (3.5.7a)
Linearisering:
f[”“(g?ﬁl - ginffl) ~ g1 — [ + figita — [ g+ 90 — figita
(3.5.7Db)

der stgrrelser uten iterasjonsindeks heretter henviser til iterasjon m + 1 der
dette er aktuelt.

(3.5.7a) far etter lineariseringen fglgende form:

(1= 51m)gic1 — 29+ (L4 5 f™) g = —2(g7y — g™1)0 f;

(3.5.8a)
der §f; = fmtt — fm
(3.5.6a) blir na:
fit1 — fi-1 = 2hg; (3.5.8b)
Nummerering;:
0 I 2 N-1 N N+1
| 1 | | | |
| 1 f ) ) |
7= 0 i =T

Figur 3.18

Deler intervallet [0,noo] inn i N + 1 like deler der Anp = h = 15 /(N + 1) som
girn,=An-i,i=0,1,...,N + 1. Antall ligninger blir da N.

Systemet i (3.5.8) er bitridiagonalt og kan lgses med Douglas-algoritmen gitt i
(3.3.19). Dette er vist i appendiks F. I 3.5.8a har vi leddet —%(gi"}H —g")0 fi
. Dersom vi kan slgyfe dette leddet, er vi pa vei mot et tridiagonalt system.
En forutsetning for & kunne gjore dette, er at vi har gode startverdier. Da kan
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vi anta at dette leddet er lite under hele iterasjonsprosessen, ikke bare ved
konvergens. Her har vi gode startverdier ved bruk av Pohlhausen-polynom,
se appendiks F, slik at vi tar risken pa & neglisjere dette leddet.

Har da fatt felgende ligningsystem:

— fi-1 + fit1 — 2hgi =0 (3.5.92)

h h
(1 - 2f{”> gi-1—2g; + <1 - 2f5”> gis1=0 (3.5.9b)

Systemet er fremdeles bi-tridiagonalt system , men ved a lgse (3.5.9a) ved
numerisk integrasjon, far vi:

i
fiz/o gdn (3.5.10)

Vi kan f.eks. bruke trapes-metoden som har en ngyaktighet av O(h?) til &
lgse (3.5.10). (3.5.9b) er na pa tridiagonal form.

Nar vi har beregnet f'(n) = g(n) , finner vi skjeerspenningen f”(n) = ¢'(n):

£l = % L i=1,2,..,N (3.5.11)

Spesielt for ¢ = 0:

p_91—9-1 _ fi—2fo+f1  fi+ [

o7 9n h2  h?
fo=90= Ji 2hf L =0som gir f_1 = fi
Innsatt ovenfor:
2f1
0 = Tzt O(h?) (3.5.12)

I avsnitt 3.6 viser vi at f{/ = 2f1 + O(h?)
Krav til diagonaldominans fra (3 1.4):

L+ <2 L+ af+ L -s =2, -5 /R <2

med i =2,3,....N —1

Alle tre betingelsene lar seg lett oppfylle ved a kreve 5 fm <1l,i=1,2,...,N.

Utskrift fra programmet bladiff er gitt nedenfor. For & fa samme ngyaktighet
som ved skyteteknikk, mé& vi her bruke en h som er ti ganger mindre. Pa
grunn av leddet vi slgyfet, konvergerer iterasjons-prosessen langsommere enn
i programmene fskpenta og fskdelta.
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Max. number of iterations, itmax .......... 15
Max. allowable error in iteration, epsi ...1.000e-005
Grid-spacing, deta ............ ... 1.000e-002
Print-spacing .............. .. i i, 2.000e-001
Number of grid points = 580
Max. value of eta = 5.8000
Estimate of £"(0) = 0.3448
Iteration
no. s = £"(0) ds
1 4.2357e-001 7.874e-002
2 4.5531e-001 3.174e-002
3 4.6535e-001 1.003e-002
4 4.6835e-001 3.003e-003
5 4.6924e-001 8.846e-004
6 4.6949e-001 2.594e-004
7 4.6957e-001 7.594e-005
8 4.6959e-001 2.223e-005
9 4.6960e-001 6.505e-006
point eta f £’ £

0 0.000 0.00000e+000 0.00000e+000 4.69599e-001
580 5.800 4.58323e+000 1.00000e+000 4.63867e-006

3.6 DERIVERTE RANDBETINGELSER

La oss se nezermer pa ngyaktigheten av deriverte randbetingelser. Vi skal f.
eks. beregne hgyere ordens deriverte pa randen etter at vi har lgst differanse-
ligningen. Anta at vi har lgst en differensialligning numerisk, og har beregnet
en serie med verdier for y; med tilhgrende abscisser x; der x; = i-h,i = 0,1, ...
og h = Ax . Anta at vi har gitt fglgende randbetingelse:

v (0) =« (3.6.1)

La oppgava besta i a beregne y”(0) . Vi bruker sentraldifferanser:

—2 _
y"(0) = %g““ +O(h?) (3.6.2)

Y (0)=a= % + O(h?) som gir: (3.6.3)
y_1=y1 — 2ha + O(h?) (3.6.4)

(3.6.4) innsatt i (3.6.2) gir:

y(0) = 2w 2’3 —ha) L om) (3.6.5)

Vi ser av (3.6.5) at uttrykket for y”(0) na er av orden h isteden for h% som
i (3.6.2). Arsaken er at uttrykket for y' i (3.6.3) har h i nevneren. Bruk
av (3.6.3) 1 (3.6.2) er det samme som a bruke foroverdifferanser for y”(0)



148 KAPITTEL 3. DIFFERANSEMETODER FOR ODL

med ngyaktighet O(h) . (Se lign. (1.2.13) i kap.1). Dersom vi gnsker hgyere
ngyaktighet for 3”(0) i dette tilfellet, ma vi bruke et uttrykk for 3’(0) som
minst er av O(h3) .

En annen mate som ofte kan brukes til & estimere ngyaktigheten, er & benytte
differensialligningen. Som eksempel velger vi Falkner-Skan ligningen.
Fra eksempel 2.8:

"B = ()] =0 (3.6.6a)

med randbetingelser:

f0)=f'(0)=0, flne) =1 (3.6.6b)

Vi gnsker a finne skjaerspenningen f”(0) ved veggen. Dersom vi setter inn fra
(3.6.6b) i (3.6.5), far vi folgende uttrykk:

F(0) = 2}1];1 +O(h) (3.6.7)

Vi gnsker a forbedre dette uttrykket.

Rekkeutvikling rundt:

2
Fn) = fotn- fo+ 0 fo + L f04)+120f05) L (36.8)

der indeks 0 henviser til n =0 . Da fo = f{ = 0 fra (3.6.6b), reduseres (3.6.8)
til:

2

4
Y oy (4)

Ved fortlgpende derivasjon av (3.6.6) og innsatt for n = 0:

fr=—f =B = ()2 = = =B

fO =i - Frof(1=28) = U =0

FO = —f0 - f2f" 1= ) - (1-20) - ()
= fg = —(1-28)- (f§)?

som innsatt i lign. (3.6.8) gir:

2 3
n " n n 11\2
~ T T _9py. 6.1
foy~ L5 s - - 28)- () (36.10)
Med n = n; = h blir (3.6.10):
2f
[ h21 + ,6’+O(h3) (3.6.11)

Vi ser av (3.6.11) at vi kan fa betydelige avvik fra den korrekte verdien
dersom vi utelater leddet %6 nar S-verdien er stor. Dette er f. eks. tilfellet
med stagnasjonstrgmningen vist i fig. 2.2, eksempel 2.8, med g = 1. Derimot
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har vi stor ngyaktighet for Blasius-ligningen med 8 = 0. Arsaken til dette er
lett & innse. For 8 = 0 blir fJ” = 0 . Men da ser vi av (3.6.11) at leddet av
O(h) forsvinner. Det betyr i 1gJen at (3.6.5) gir ngyaktighet av minst O(h?) nar
y"”(0) = 0 . En til-strekkelig betingelse for dette, er at problemet vi skal lgse er
symmetrisk om x = 0. Dette er jo nettopp tilfellet med Falkner-Skan ligningen
nar vi har en flat plate. Det samme er tilfellet med varmeledningsproblemet
i avsnitt 3.2.1 At problemet er symmetrisk, innser vi umiddelbart fra den
analytiske lgsningen i (3.2.7). Var bruk av randbetingelser i forbindelsen med

den numeriske lgsningen, se lign. (3.2.12), gir derfor ngyaktighet av minst
O(h?) .

La oss se naermere pa hva som skjer nar vi beregner f{ for Falkner-Skan -
ligningen.

Vi setter(fra (3.6.11)):

2f1 2f1
h2 og T = h2

Basert pa (3.6.10) kan vi ogsa sette:

_ +hgonily (3.6.12)

h3
1——(1-2 3.6.13
= [1- g(1-2) ) (36.13)
La oss na lgse Falkner-Skan-ligningen for n = 0.01 for forskjellige verdier av
B og beregne skjeerspenningene 71 og 72 som en tilnsermelse av f{ . Husk at
fi = f(0.01) og h = 0.01 . Tabell 3.4 nedenfor viser en ngyaktig beregning
basert pa fsksec samt Maple.

B fi T T
0.0 | 2.348000- 10~° | 0.469600 | 0.469600
0.5 | 4.630069 - 10~° | 0.926013 | 0.927681
1.0 | 6.146272-1075 | 1.229254 | 1.232588
1.5 | 7.361121 - 1075 | 1.472224 | 1.477224

Tabell 3.4: Solutions produced with fsksec.m.

Verdiene for 7 er de korrekte verdiene for fj med de angitte siffrene. Det
er ikke ngdvendig a bruke (3.6.13) i dette tilfellet p.g.a. at verdien av h er
sa liten. La oss deretter lgse Falkner-Skan-ligningen med bruk av fskpenta
og h = 0.01 . Her far vi oss en overraskelse. I tabell 3.5 er verdiene for 7
mer ngyaktige enn verdiene for 7 unntatt for § = 0 (Blasius) der vi vet at
71 er ngyaktig. Arsaken finner vi nar vi sammenligner verdiene for fi i de to
tabellene, der verdiene i tabell 3.4 er de ngyaktige. fskpenta beregner litt
ungyaktige verdier for fi for alle S-verdiene, men péa en slik méate at verdiene
for f§ er gode nok. Dette vil selvfplgelig ikke gjelde for andre ligninger. Vi
ser at skal vi bruke slike korreksjonsformeler, ma vi ha ngyaktige verdier, her
for f; . Matlab-program som f.eks. ode45 og bvp4c regner med variabel
skrittlengde og korrigerer automatisk nar det behgves.
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B fi 1 T

0.0 | 2.34801 - 10~° | 0.469602 | 0.469602
0.5 | 4.63841-107° | 0.927682 | 0.929349
1.0 | 6.16297 - 107° | 1.232594 | 1.235927
1.5 | 7.38617-107° | 1.477234 | 1.482234

Tabell 3.5: Solutions produced with fskpenta.m.

3.7 ITERASJONSMETODER VED LOSNING
AV ODL

Dersom vi skal finne nullpunktene av ligningen f(z) = 0, kan vi f.eks prove
Newton-Raphsons metode:

m
m+1:xm—£(xi),m:0,1,... (3.7.1)
7z (™)
der m som vanlig angir iterasjonsnummer og x° er en startverdi. Anta na at
vi har et system av N ligninger:

fi(z1, 22,23, ...,o8) =0
fg(afl,xg,wg,...,w]v) =0
f3($1,$2,$}3.,....,l']\[) =0 (372)

fN(xl, Ty X3y uny l‘N) =0
Dersom vi bruker Newton-Raphsons metode pa (3.7.2), betyr dette at vi ma
rekkeutvikle rundt punktet (z1,xs,...,xx) ved iterasjon m. Resultatet er at
vi mé beregne en determinant med N? ledd for hver iterasjon. Vi gjgr na den
drastiske antagelsen at vi kan bruke (3.7.1) for hver av ligningene i (3.7.2).
Dette betyr at vi antar at bare x1 varierer i den fgrste ligningen, bare xs
varierer i den andre osv.

Vi far da folgende system:

Al fr(@ b a2
1 =

22!
Tﬁ(m?,x&”,x?,...,x%)
m+1l _ m f2(m71n’$72n’xén’ 7$7V1)
)
Dy 1 TP T (3.7.3)
2P = fa(at, a2, ., a)
B JE
0x3 (@, 23", 28", o 2y)

OSV.
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der vi iterere fra m = 0.

Vi kan selvfglgelig ikke regne med & ha 2. ordens konvergens neer en rot nar
vi bruker (3.7.3) som vi har med vanlig Newton-Raphsons metode. Men noen
forbedringer kan gjgres. Fra (3.7.3) ser vi at nar 27" er funnet fra den forste
ligningen, kan vi sette denne verdien inn i den andre ligningen istedenfor x"
. Tilsvarende for de pafplgende ligningene, slik at (3.7.3) na kan skrives:

m+1 N R G A R (3

— em
€Ty =T wafl mmm -
e (2, 2f, 2, ., 2)
1
L m fo(x P ol a2
2 =T
OF (a1 ap g, )
R (3.7.4)
1 1
ZmHL — m fa(aPth ol a2
3 - %3 8f3
1 1
O3 (:UT+ ,x;"+ T2
OSV.

Legg merke til at vi har tatt med en faktor w i hap om & forbedre iterasjons-
prosessen ytterligere. (3.7.4) kan brukes bade for linesere og ikke-linesere lig-
ninger. La oss forsgke a lgse falgende velkjente ligning fra avsnitt 2.2 og 3.4:

y//(x> _ ng(ﬂU) (3.7.5a)
4
der en av lgsningene er gitt ved: y = m

Vi diskretiserer (3.7.5) med bruk av sentraldifferanser slik at den i’te ligningen
blir

3
fi=vi1— (2% + 2h2yi2> + Yit+1 (3.7.6)
(Se avsnitt 3.4)

Utfgrer derivasjonen som angitt i 3.7.4:

ofi
0yi B

—(2 + 3h%y;) (3.7.7)

Systemet i (3.7.4) blir i vart tilfelle: Utfor for i = 2,3,..., N
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3
o=t = [ ) + o

Ofi

df; = = —(2+ 3%y
Oyi Z (3.7.8)
5y¢-— cuégi

vt =yt Sy
N + 1 er her antall punkt og (3.7.8) blir utfert for hver iterasjon.

Vi har delt intervallet [0,1] i N +1 deler slik at h = 4 og z; = (i—1)-h, i =
1,2,..., N + 1 som figuren nedenfor viser.

Figur 3.19

Fra (3.7.8) innsatt for i = 1 og i = N med bruk av (3.7.5b):
m 3 m\2 m
fr=4— 29" + 5 (hy")" + 2 (3.7.9a)

m m 3 m
N =yt - {Q?JN + 2(hyN)2] +1 (3.7.9b)

Ligningsystemet i (3.7.8) og (3.7.9) er programmert som vist i Matlabpro-
grammet nlsor .

h========== plsor ========

clear;

h = input(’ Skrittlengde h = 77);

w = input(’Relaksasjonsfaktor w = 7 ’);

ni = 1/h ; % Antall intervall. h velges slik at ni er et heltall
np = ni + 1 ; % Antall punkt
fprintf (’\n Skrittlengde h = %9.3e \n’,h);
fprintf (’° Relaksasjonsfaktor w = %6.3f \n’,w);
y = zeros(np,1); 7% Initialverdier
y(1) = 4.0; y(np) = 1.0;
epsi = 1.0e-5; it = 0; test = 1.0; h2 = hx*h;
while (test > epsi)
abserr = 0.0;
for k = 2: ni
f = y(k-1)- y(k)*(2 + 1.5xh2*y(k)) + y(k+1);
df - (2 + 3%xh2xy(k));
dy - wxf/df;
y(k) = y(k) + dy;
abserr = max(abserr, abs(dy));
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end

test = abserr;

it = it + 1;
end

fprintf (’\n Antall iterasjoner

%8.0f \n’

,it);

153

Tabellen nedenfor viser antall iterasjoner som behgves for a tilfredstille kon-
vergenskriteriet max |dy;| < 1079V for tre h-verdier nar w € [1,2). Tabellen

er fremstilt grafisk i fig. 3.10

w | h=01|h=0.05|h=0.025
1.0 | 69 241 823
1.1 | 57 201 689
1.2 | 46 166 574
1.3 | 37 136 474
1.4 |27 109 385
1.5 | 21 84 306
1.6 | 27 60 233
1.7 | 36 41 165
1.8 | 55 61 95
1.9 | 118 123 122

250

200

150

Iterasjoner

100

50

Figur 3.20

Vi kan trekke noen konklusjoner fra tabellen og figuren. Kaller den w-verdien
som gir det laveste antall iterasjoner for wey; . Det groveste nettet med h = 0.1
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trenger feerrest iterasjoner. For w = 1 trengs 69 iterasjoner mens vi bare tren-
ger 21 for wepr = 1,5 . Men kurva for h = 0.1 er sapass slakk at dersom vi
velger 1.2 < w < 1.7, vil ikke dette gi noen dramatisk utslag pa antall iterasjo-
ner. Situasjonen er helt anderledes for det fineste nettet, h = 0.025. For w =1
trengs det hele 823 iterasjoner, mens minimum er 95 for w,,; = 1.8. Merk ogsa
at minimum antall iterasjoner her er mer enn fire ganger antallet av minimum
for det groveste nettet. Kurva for det fineste nettet stiger bratt pa begge sider
av wopt. Det er derfor ngdvendig a finne en verdi for w som ligger naer wop. Wopt
ligger for alle tilfellene i intervallet [1.5, 2) og nszermer seg 2 for minkende h.
Ogsa ved denne metoden er vi avhengige av a tippe gode nok startverdier for
a oppna konvergens. I eksemplet har vi tippet y = 0 som startverdier bort-
sett fra randverdiene. Disse startverdiene gir konvergens mot lgsningen gitt
i (3.7.5b). Startverdier som ligger nsermere lgsningen, vil generelt gi raskere
konvergens. Fra 2.4 ser vi at (3.7.5) ogsa har en annen lgsning. La det vaere en
oppgave a undersgke om vi kan finne denne lgsningen med bruk av nlsor. Rene
iterasjonsmetoder som vist her, brukes svaert sjelden for lgsning av ordinzere
differensialligninger. De andre metodene som vi har brukt er nesten alltid mer
effektive. Derimot brukes slike metoder for lgsning av partielle differensiallig-
ninger, spesielt av den elliptiske typen; se kapittel 7. Hovedgrunnen er at disse
metodene trenger lite lagerplass og er lette & programmere. Fra programmet
ovenfor, ser vi at det ikke er ngdvendig & lagre noen koeffisientmatrise; det
behgves bare lagerplass for lgsningsvektoren y. Stgrrelsen kalles relaksasjons-
faktoren. (3.7.3) kalles Jacobis metode. Dersom vi bruker (3.7.4) med w =1
, kalles dette Gauss-Seidels metode. Nar (3.7.4) brukes med w > 1, kalles
dette suksessiv overrelaksasjon; vanligvis forkortet til SOR. Disse tre metode-
ne betegnes gjerne som de klassiske iterasjonsmetodene. Normalt er det bare
SOR som brukes i praksis. Vi har tatt med dette avsnittet hovedsakelig for
a vise at disse iterasjonsmetodene kan betraktes som endimensjonal bruk av
Newton-Raphsons metode ( Taylorutvikling) der vi forsgker a kompensere for
den grove forenklingen ved a bruke en relaksasjons-faktor. Dessuten viser det
seg at fig. 3.10 er temmelig typisk for mange typer differensialligninger, bade
ordingere og partielle.



KAPITTEL 4

MATEMATISKE

EGENSKAPER FOR

PARTIELLE

DIFFERENSIALLIGNINGER

4.1 MODELLIGNINGER

I appendiks B har vi utledet Navier-Stokes ligningene og energiligningen for
strgmning av en inkompressibel fluid:

Du _ 0Ou ou

Dt — Ot
Dv Ov ov

Dt ot " "ar Ty T ooy
or (82T 62T>

DT 9dT  aT

Dt ot oz

V— =«

Jou . ou _ 1op (0% O
Ox dy  pox ox?  Oy?

19p v 0%
0x2  Oy?

027 " oy

Venstre side uttrykker transport (konveksjon, adveksjon) av en stgrrelse mens
hgyre side angir diffusjon av den samme stgrrelsen. Transporten uttrykkes
ved 1. ordens ligninger som er ikke-linesere, mens vi har 2. ordens ligninger
pa hgyre side. Disse er som ovenfor, linezere for konstante materialparametre.
Mange viktige problemer lar seg beskrive av spesial-tilfeller av disse ligninge-
ne, som f.eks. grensesjiktproblemer. Siden slike spesialtilfeller selvfglgelig er
lettere a lgse og analysere, brukes disse ofte nar vi skal utvikle regneskjema.
Dette er gjerne en-dimensjonale, ikke-stasjonaere tilfeller.

Liste over noen modell-ligninger.

Poisson-ligning

Ou 0%
0x2  Oy?

2

= f(z,y) (4.1.1a)
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Laplace for f(z,y) = 0 Potensialteori,
stasjonger varmeledning, osv.

Endimensjonal diffusjonsligning.

ou 0%u
— =a— 4.1.1b
ot~ “oa? (4.1.15)
Bolgeligningen, akustisk grunnligning.
0%u 5 0%u
1. ordens lineser bglgeligning. ( konstant)
(Transportligning, adveksjonsligning )
ou ou
— — =0 4.1.1d
ot Moz (4.1.1d)
Ikke-viskgs Burgers ligninng.
Modell for Eulerligningene.
ou ou
— — =0 4.1.1
ot " ox (4-1.1¢)

Burgers ligning. Modell for
inkompressibel Navier-Stokes ligninger.
ou Ou 0u

Tricomi-ligningen.
Modell for transonisk strgmning.

2 2
Ou  Ou_ (4.1.1g)

Yo" oy
Konveksjon-diffusjonsligningen.
Kalles ogsa lineser Burgers ligning.
Modellerer en rekke av tilfellene ovenfor.
ou n ou 0%u
L ue— = g—
ot Cor " da?
Utrykkene transport, konveksjon og adveksjon blir ofte benyttet om hverand-
re. (4.1.1d) ovenfor er kjent som adveksjonsligningen.

(4.1.1h)

4.2 1. ORDENS PARTIELLE
DIFFERENSIALLIGNINGER

D()

Transportsiden av basisligningene bestar av leddet Dt som er en 1. ordens

partiell differensialligning (PDL). La oss derfor se nsermere pa slike ved a
betrakte folgende ligning:

a—+b——+c=0 (4.2.1)
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Dersom a eller b er funksjoner av z, y og u, kalles ligningen kvasilineser. Nar
a og b bare er funksjoner av x og y, er ligningen lineeer.

0 0
Ligningen er ikke-lineaer dersom a eller b ogsa er funksjoner av a—u og/eller 8—u
€T Y

Transportsiden av f. eks. Navier-Stokes-ligningene er fglgelig kvasi-linezere 1.
ordens PDL, selvom vi vanligvis bruker betegnelsen ikke-linezer.

Skriver (4.2.1) pa formen:
Oou bou
— 4+ = = 4.2.2
a<8x+a6y>+c 0 ( )

Antar at u er kontinuerlig deriverbar:

ox 0 dr Oz ' dr oy
Definerer na karakteristikken for (4.2.1) ved:
dy b
_—=— 4.2.
der a (423)
(4.2.3) innsatt ovenfor gir:
L2, bou) _ du
or  ady) dx
som videre gir:
a-du+c-der=0 (4.2.4)

Langs karakteristikken gitt ved % = 2 reduseres (4.2.1) til en ODL gitt

a
i(4.2.4). (4.2.4) kalles kompatibilitetsligningen for (4.2.1). Dersom (4.2.1) er
linezer, kan vi i prinsippet forst finne karakteristikkene og deretter lgse (4.2.4).
Dette er generelt ikke mulig nar (4.2.1) er kvasilinezer eller ikke-linezer fordi

% na er en funksjon av u, dvs: av Igsningen selv.

Eksempel 4.1

Adveksjonsligningen  (4.1.1d)  gitt  ved %7; + GO% har Igsningen
u(xz,t) = f(z — apt) som er en bglge som forplanter seg med konstant

profil og hastighet langs x-aksen. Bglgen beveger seg mot hgyre for ag > 0.
Karakteristikken er her gitt ved: fl—f = ag.

Denne ligningen kan integreres direkte: x = agt + C;. Konstanten C; kan
f.eks. bestemmes ved: x = g for ¢ = 0 som gir C7 = zy. Ligningen for den
karakteristiske kurven bli da: z = aot + z¢. (4.2.4) med ¢ = 0 og a = 1 gir
du = 0 . Dette betyr at u som her er partikkelhastigheten, er konstant langs
karakteristikken.

La oss som et eksempel pa startverdier, velge

(2,0) 1— 22 for |z] <1
u(z,0) =
0 for |z| > 1



158 KAPITTEL 4. MATEMATISKE EGENSKAPER FOR PDL

Dette er en parabel. Fra u(z,t) = f(x — aot) fas u(z,0) = f(z). Med ¢ =
T — apt, kan vi skrive lgsningen:

(z.1) = 1—-¢%for |¢| <1
= 0 for |¢| > 1

Néar vi bruker ¢ som variabel, er lgsningen stasjoneer: Vi fglger med bglgen.
Fig. 4.1 nedenfor oppsummerer eksemplet.

u(x,0)=1-x"
) dh
-1 1 .
t, dx
/ /V\ %( a
f

Figur 4.1

Eksempel 4.2
Ikke-viskgs Burgers ligning (4.1.1e) er gitt ved:

ou ou_,
ot “ax_

Denne har lgsningen u(z,t) = f(z — u-t) og karakteristikker gitt ved: ‘fl—f = u.
Dette er samme lgsningen som i forrige eksempel, med den viktige forskjellen
at na er ag erstattet med u. Karakteristikkenes helning varierer na med x,
som indikert pa figuren pa neste side.

A

¢ —=u

\/

Figur 4.2
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Samme startbetingelser som i forrige eksempel, gir fglgende lgsning:

1—-¢?for ¢ <1
u(x,t) = ¢ cl= der(=xz—wu-t
0 for (| > 1
Igjen ser vi at den eneste forskjellen fra forrige eksempel er at ag na er erstattet

med u. Lost eksplisitt m.h.p. u der u(x,t) = 0 for || > 1:

1
u(z,t) 2272[(233t — 1) +g(z,1)], g(,1t) (4.2.5a)

=v1—4dat+4t2, ¢| <1

ou  g(z,t)*+1

ox  t-g(x,t)
Flertydig lgsning inntreffer nar karakteristikkene krysser hverandre. (Fig. 4.2)
I dette tilfellet har u(z,t) to verdier for x > 1, nar %(l,t) > 0. Den kritiske
verdien t,;; nar dette inntreffer, skjer nar g—g(l,t) — oo som fra (4.2.5Db)

impliserer g(1,¢) =0 =1—2t — tj, = 3.

(4.2.5b)

For t <  brukes (4.2.5) med positivt fortegn for g(x,t) for alle x-verdier. For
t > % er den kritiske verdien av x gitt ved x* = Hﬁﬂ med tilhgrende u-verdi

ut=1-— ﬁ . For —1 <z < 2* brukes fremdeles (4.2.5) med positivt fortegn
for g(x,t), men for 1 < x < z* er den nedre greina av lgsningen gitt ved a
bruke (4.2.5) med negativt fortegn foran g(x,t). Maksimalverdien up,qrs = 1
er hele tiden gitt ved = = t.

Dersom vi gnsker en entydig lgsning av fysikalske grunner, ma vi innfgre en be-
vegelig diskontinuitet: I gassdynamikk er dette et sjokk ; i veesker hydrauliske
sprang. Lgsningen er presentert i grafisk form:

Karakteristikkdiagram
Ll

HRHJ———

2.5 -

1.5 n

1.0 n

0.0

L e L LA B s s s B e
-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 3.00
X

Figur 4.3
Ligningen for de karakteristiske kurvene i diagrammet er gitt ved:

x=(1—-122) t+xg, der x =z fort =0
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Inviscid Burgers equation

t=0 t=1/2 t=1

-1 05 0 0.5 1 15
X

Figur 4.4
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4.3 KLASSIFISERING AV 2. ORDENS
PARTIELLE DIFFERENSIALLIGNINGER

En 2. ordens partiell differensialligning ( PDL ) i to uavhengige variable = og
y kan skrives pa formen:

0%¢ 0%¢ 9%¢

R > == =0 4.3.1
Ox? + 0xdy * Dy? +f ( )

Dersom A, B,C og f er funksjoner av x,y, ¢, % og g—‘;, betegnes (4.3.1) som

kvasilineser. Dersom A, B og C bare er funksjoner av x og y, betegnes (4.3.1)
som semilinezr. Er ogsa f bare funksjon av x og y, er (4.3.1) lineger.

A

Eksempel 4.3

00\ P06, N
<8x> 92 95 ¢ Ysingp = 0 kvasilineser
Pd 08 o

x@ i e sing = 0 semilineger
P2o\’ %

<8x2) a—yQ =0 ikke-lineser

En PDL som kan skrives pa formen

Po % 0P db 0P
A—+B C—+D—+F—+F G=0 4.3.2
89:2+ 8:E8y+ 0:E2+ (9:L'+ 8y+ o+ ( )
der A,B,C,D,E,F, og G bare er funksjoner av x og ¥, kalles en 2. ordens
linezer PDL. (4.3.2) er fplgelig et spesialtilfelle av (4.3.1). Merk: Vanligvis
vil vi bruke betegnelsen ”ikke-linesersom motsetning til lineser”. La oss na
underspke om (4.3.1) har karakteristikker.

— 99 — 9¢ ‘mpli u _ Qv
Setter u = 5~ og v = gy Som impliserer at oy = oz

(4.3.1) kan da skrives som et system av to 1. ordens PDL:
ou ou ov

ou  Ov
9 5z =" (4.3.3b)

Det kan vises at hgyere ordens (kvasilinesere) PDL alltid kan skrives som
et system av 1. ordens PDL, men oppspaltingen kan skje pa mange mater.
Dersom (4.3.1) f.eks. er potensialligningen i gassdynamikk, kan vi tyde ¢ som
hastighetspotensialet. (4.3.3b) er da betingelsen for rotasjonsfri stromning.

Vi vil na forsgke a skrive (4.3.3) som et totalt differensial. (Se (4.2.2) — (4.2.4))
Multipliserer (4.3.3b) med en vilkarlig skalar o og adderer med (4.3.3a):

ou B+o0)\ Ou ov Cov
aff s (BroYo] [ ey gy
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Na& har vi:
du  Ou dydu dv 9dv dydv

dz oz dzdy dw 0z deoy
Derav:

du  Ou ou dv Ov ov
°ee__Yr bt AT Pt 4.3.5
dr  ox oy’ dxr Ox + oy ( 2)
der vi har definert \ ved: p
Y
A= 2 4.3.5b
e (4.3.5b)

Ved a sammenligne (4.3.4) og (4.3.5a):
dy N B+o C

= = —— 4.3.
dz A o (4.3.6)
(4.3.6) innsatt i (4.3.4) gir kompatibilitetsligningen
du dv
A% oo +f=0 (4.3.7)

Dersom karakteristikkene er reelle, dvs. A er reell, har vi transformert den
opprinnelige PDL til en ODL gitt i (4.3.7) langs retninger uttrykt i (4.3.5b).

Fra (4.3.6):
o= —% (4.3.8a)
som 0gsa gir:
B¢
A= 4.3.8b
. (43.8b)
(4.3.8b) gir folgende 2. gradsligning for bestemmelse av \:
AN —BA+C =0 (4.3.9a)
eller ved bruk av (4.3.5b):
A-(dy)? —B-dy-dz+C-(dz)* =0 (4.3.9b)

Etter at A er funnet fra (4.3.9), kan o finnes fra (4.3.8) slik at kompatibilitets-
ligningen i (4.3.7) kan bestemmes. Istedenfor (4.3.7), kan vi sette inn for o fra
(4.3.6) i (4.3.7) slik at vi far folgende kompatibilitetsligning:

du  Cdv
A— + —— = 4.3.1
dw+/\dx+f 0 (4.3.10)
2. gradsligningen (4.3.9) har rotter \; og Ay der
B+ B2 - 4AC
A2 = 54 (4.3.11)

Vi har tre muligheter for rgttene i (4.3.11):
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1. B2 —4AC > 0= )\ og g er reelle
2. B2 —4AC < 0= \{ og Ay er komplekse
3. B2 —4AC =0 = )\ = Ay er reell

Den kvasilinezere PDL i 1 kalles

a) Hyperbolsk dersom B? — 4AC > 0: \; og A reelle
b) Elliptisk dersom B? — 4AC < 0: Ingen reelle rotter
c¢) Parabolsk dersom B? —4AC = 0: A; = A og reell

Betegnelsene ovenfor kommer fra analogien med

Ax? + Bry + Cy?> + Dz + F = 0 der feks. 22 — ¢?

hyperbel siden B> — 4AC > 0.

Rgttene A1 og A9 er karakteristikkene. Derav:
e Hyperbolsk: To reelle karakteristikker
e Elliptisk: Ingen reelle karakteristikker
e Parabolsk: En reell karakteristikk

Eksempel 4.4

163

kjeglesnittligningen
= 1 framstiller en

.. Pu  0%u 5
e Bglgeligningen 92 0 er hyperbolsk da B —4AC =4 >0
€z Y
d
* Karakteristikkene er gitt ved \> =1 — d—y =+1
x
. u 0% L »
e Laplace-ligningen 922 + 902 0 er elliptisk da B —4AC = -4 <0
x y
0%u

e Diffusjonsligningen gu er parabolsk da B2

—4AC =0

oy ~ 0x?
e Linearisert potensial-ligning for kompressibel strgmning;:
¢ 0%
2 _ _
(1-M )@ + R 0, M = Mach-tallet.

* M = 1: Parabolsk (degenerert)
* M < 1: Elliptisk. Subsonisk strgmning
* M > 1: Hyperbolsk. Supersonisk stromning.
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4.4 RANDBETINGELSER FOR 2. ORDENS

PDL
2 2
g;zt + gz = 0: Elliptisk . Ingen reelle karakteristikker. (4.4.1a)
Yy
2 2
gz - (;Z = 0: Hyperbolsk. To reelle karakteristikker. (4.4.1b)
L Yy
2
% = % : Parabolsk. En reell karakteristikk. (4.4.1¢)
Y x

Modell-ligningene ovenfor adskiller seg ved antall reelle karakteristikker.
Dette far direkte betydning for hvilke randbetingelser det er mulig & stille i
de tre tilfellene, da fysikalsk informasjon forplanter seg langs karakteristikkene.

4.4.1 Hyberbolsk ligning

Som eksempel bruker vi bglgeligningen

0*u 5 0%

d
(4.4.2) har karakteristikkene d—f = *ag der ag er bglgeforplantnings- hastighe-

d
ten. Vi betegner & _ +ap med C* og d—f = —ag med C~. Lgsningsomradet
for (4.4.2) er vist i fig. 4.5 nedenfor.

A Apen rand T marsjretning

Influens-
omrade

Avhengighets-
omrade

Figur 4.5

Lgsningen i P avhenger bare av lgsningen i avhengighetsomradet, samtidig
som verdien i P bare innvirker pa punkt innefor influensomradet. Randverdier
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for rendene x = a og x = b kan ikke foreskrives uavhengig av initialverdier for
t = 0. Lgst som initialverdiproblem, ma (4.4.2) ogsa ha en initialbetingelse

0
for 8—7: ved t = 0.

4.4.2 Elliptisk ligning
Modell-ligning:

?u  0%u
— +— = 4.4.
92 + a7 0 (4.4.3)
Lgsningsomradet er som vist i fig. 4.6
A
Y C n

Avhengighetsomrade
og influensomrade

x’
Figur 4.6

Vi har ingen reelle karakteristikker. Hele omradet €2, inkludert randkurven
C, er bade avhengighetsomrade og influensomrade for P: Enhver forandring
av en verdi i  eller pa C vil influere pa verdien i P. (4.4.3) er da et rent
randverdiproblem, og folgende randbetingelser er aktuelle:

1. u gitt pa C: Dirichlet-betingelse

2. 8—u gitt pa C: Neumann-betingelse
n

3. uog gu gitt: Blandet betingelse (Robin-betingelse)
n

4.4.3 Parabolsk ligning

Modell-ligning;:

ou  0*u

Lgsningsomradet for (4.4.4) er gitt i fig. 4.7 nedenfor.
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A Apen rand T marsjretning
t
Influensomrade
P
Karakteristikk
Avhengighetsomrade
a b X
Figur 4.7

Fra klassifiseringsligningen (4.3.9b) finner vi:

dt = 0 = t = konstant er karakteristikken (den karakteristiske kurva) i dette
tilfellet. Derav: ag = ‘fi—f = oo som betyr at forplantnigshastigheten langs ka-
rakeristikken ¢ = konstant er uendelig stor. Verdien i P avhenger av verdien
i alle punktene i det fysiske rommet for tidligere verdier av tiden ¢, inkludert
natiden. (4.4.4) oppferer seg som en elliptisk ligning for hver verdi ¢ = kon-
stant. Istedenfor ¢, kan vi ha en romkoordinat. Den tidslignende koordinaten

kalles ofte den evolusjonsvariable: Den retningen vi marsjerer i.
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4.5 VELFORMULERT PROBLEM.
OPPSUMMERING

Et fysisk problem er velformulert (well-posed) dersom lgsningen eksisterer, er
entydig og er kontinuerlig avhengig av rand- og initialbetingelsene. Nedenfor
lister vi opp de betingelsene som méa oppfylles for at et problem som kan
beskrives ved en elliptisk, parabolsk eller hyperbolsk PDL , skal veere velfor-
mulert.

Elliptisk PDL.

Lgsningsomradet ma veere lukket og kontinuerlige randbetingelser ma gis
langs hele randkurven. (Se fig. 4.6). Randbetingelsene kan veere av Dirichlet,
Neumann eller blandet type.

Parabolsk PDL

Lgsningsomradet ma veere apent i marsjretningen (evolusjonsretningen).
Initialdata méa gis langs den tidslignende randen, og kontinuerlige randbetin-
gelser ma gis langs den fysiske randen for lgsningsomradet. Randbetingelsene
er av samme type som ved elliptiske PDL.

Hyperbolske PDL

Lgsningsomradet ma veere apent i evolusjonsretningen. Initialdata ma gis
langs den tidslignende randen, og kontinuerlige randbetingelser ma gis langs
den fysiske randen for lgsningsomradet. Randbetingelsene kan veere av samme
type som ved elliptiske PDL. Initialdata kan ikke spesifiseres langs en karakte-
ristisk kurve. En hyperbolsk PDL kan lgses som et rent initialverdi-problem.
Betegnes da ofte som et Cauchy-problem. Initialdata ma da spesifiseres langs
en ikke-karakteristisk kurve.

Litt om Navier-Stokes ligningsystemet.

Med N-S-systemet menes N-S ligningene pluss kontinuitetsligningen og energi-
ligningen. Dette settet er generelt mye mer komplisert enn de modell-
ligningene vi har sett pa ovenfor. Settet har ofte egenskapene til to eller alle
tre standard-typene samtidig. (Ikke i samme punkt heldigvis)

Eksempel 4.5

Kontinuitetsligningen betraktet som en ligning for tettheten p er en 1. ordens
PDL der karakteristikken er partikkelbanen. Denne ligningen er av hyperbolsk
karakter bade for stasjonser og ikke-stasjonser strgmning.
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Eksempel 4.6

Bevegelsesligningene betraktet som en ligning for hastigheten V, er elliptisk
for stasjonzer strgmning og parabolsk for ikke-stasjonser

stromning. Det samme kan sies om energiligningen nar vi betrakter den som
en ligning for temperaturen 7'.

Dersom vi antar at N-S-systemet beholder de matematiske egenskapene
for hver av ligningene betraktet enkeltvis, kan vi si at N-S-systemet er
parabolsk-hyperbolsk for ikke-stasjonzer strgmning og elliptisk-hyperbolsk
for stasjoneer strgmning. Den hyperbolske karakteren skyldes i begge tilfeller
kontinuitets-ligningen. Merk at evolusjonskarakteren for systemet forsvinner
for en inkompressibel fluid selv om strgmningen er ikke-stasjonaer. Rand- be-
tingelsene for hele systemet stilles i utgangspunktet utfra betraktningene som
er gitt ovenfor. I kompliserte tilfeller blir dette en blanding av matematiske,
fysikalske og empiriske overlegninger.

Tilleggsbemerkninger.

Klassifiseringskriteriet i (4.3.11) gjelder bare for to uavhengige variable. Der-
som vi legger til ledd som gir ligningen en naturlig utvidelse til flere dimen-
sjoner, forandrer ikke dette karakteren av ligningen.

Eksempel 4.7
Pu  %u  0%u

[ ] W —I'- @ + W er elhptlsk

2., 2.,
° ?;; = g ol g 5 er parabolsk
7%
0w 0%u 82

° 52 = 7 o a2 er hyperbolsk
x

Fig. 4.5 viser de karakteristiske kurvene som rette linjer. Dette vil ikke vae-
re tilfellet generelt, selv for linesere ligninger. For kvasilinesere ligninger vil
karakteristikkene, som tidligere nevnt, ogsa veere funksjon av selve lgsningen.

Eksempel 4.8
Potensialligningen i to dimensjoner er gitt ved:

ou ov ou

2 2

— — 4 ur—
(u a”)— —I—(v a)y—l—u =0

der a er lokal lydforplantningshastighet, v og v er fluidhastighet i
henholdsvis x- og y-retning. Karakteristikkene er her gitt ved:

<dy> 7uv:ta2 M2 -1 Vu? + v?

dx u2 o aQ ) der Machtallet M = a

(Se Zucrow [29], vol. II, for flere detaljer)
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4.6 PARTIKULARLOSNINGER AV LINEARE
PDL

Mange linesere partielle differensialligninger lar seg lgse ved separasjon av
variable som da vanligvis fgrer til Fourier-rekker. Eksempelvis har vi lgst et
diffusjonsproblem med denne metoden i appendiks G, del G.6, der lgsningen
er gitt ved en uendelig Fourier-rekke. Men da ligningen er lineser, oppfyller
hvert ledd i rekka differensialligningen, slik at hvert ledd da er en
partikuleerlgsning. Selv om vi ikke finner den totale lgsningen som tilfredstiller
gitte rand-betingelser og startbetingelser, gir likevel en partikuleerlgsning en
god pekepinn om lgsningen for det aktuelle problemet.

Vi skal bruke fglgende uttrykk for en rekke linesere modell-ligninger:
U (2,1) = Pn?=9nt) — cos(B,2 — wnt) +isin(Bpx —wpt),n =1,2,--- (4.6.1)

Her er g et bglgetall og w en vinkelfrekvens. Dessuten bruker vi begrep som
fasehastighet cf og gruppehastighet c,. (Henviser til appendiks A, del A.3
Velger & bruke den komplekse formen da bade realdelen og imaginserdelen
hver for seg er en partikulaerlgsning. Utelater indeks n i (4.6.1) i fortsettelsen.

Vi har bruk for forskjellige deriverte av u(z,t):

ou d%u

= _q . - = 2 .
5 iw - u(x,t), 52 w® - u(x,t)
ou . 0%u 9
prle i - u(x,t), Frohe —B% - u(z,t) (4.6.2)
83'“ 3 84U 4
@ - _ﬁ u(:):,t), @ _B u(:n,t)
1. Diffusjonsligningen:
ou 0%u
= =g 4.6.
ot~ “oa2 (463)
Innsatt fra (4.6.2) i (4.6.3): (aB8? —iw) - u(z,t) = 0 — iw = af?
som gir: , ‘
u(z,t) = e @t i (4.6.4)

Imagineerdelen av (4.6.4) gir u(x,t) = e~*%* som f.cks. er i overenstem-
melse med lgsningen i appendiks G, del G.6. (Flere detaljer i kapittel
5)

2. Adveksjonsligningen:

ou ou
5 Ty, =0 (4.6.5)
Innsatt fra (4.6.2) 1 (4.6.5): i - (—w + apf) - u(z,t) = 0 — w = apf som

gir: '
u(x, t) = ePl@—aot) (4.6.6)



170

KAPITTEL 4. MATEMATISKE EGENSKAPER FOR PDL

Realdelen av (4.6.6) viser at profilet u(z,0) = cosx forflytter seg ufor-
andret til hgyre med konstant hastighet ag. Dette vil gjelde for alle
belgetall 8,, n = 1,2,--- slik at Igsningen for et generelt startprofil
u(x,0) = f(x) ogsa vil forflytte seg uforandret. (Flere detaljer i appen-
diks A, del A.3, samt kapittel 6)
Bglgeligningen:

a2~ 1092
Innsatt fra (4.6.2) i (4.6.7): (—w? + a3B?) - u(z,t) = 0 = w = +apf
som gir:

(4.6.7)

u(x, t) = ebletact) (4.6.8)

Vi ser da at adveksjonsligningen er et spesialtilfelle av bglgeligningen.
(4.6.8) viser at vi far to bglger, en i hver retning med uforandret profil.
Da vi ikke har noen randbetingelser, antar vi at —oo < x < oo. For
et endelig intervall a < x < b derimot, vil vi fa superponering av de to
belgene ved f.eks. refleksjon fra rendene, men de enkelte bglgene beholder
profilen.

. Korteweg-de Vries -ligningen:

ou ou B
— 4+ ap—=— + by

ot T 0y T g =0 (46.9)

Dette er en ligning som beskriver vannbglger pa grunt vann, og (4.6.9)
er en linearisert versjon av den egentlig ligningen. (Betegnes gjerne som
KdV-ligningen)

Innsatt fra (4.6.2) i (4.6.9):

i (—w 4 agB —boB%) - u(z,t) =0 = w = B(ag — B2bo) (4.6.10)

som gir:
u(z, t) = ePle—(ao—5bo)1] (4.6.11)

Vi ser her at vinkelfrekvensen w er er funksjon av bglgetallet 5. Det-
te betyr av de enkelte fasene 8,, n = 1,2,... , vil forplante seg med
forskjellig hastighet slik at et startprofil u(z,0) = f(z) vil forandre fa-
song. Slike bglger kalles dispersive og er bl. annet typisk for vannbglger.
Generelt kalles relasjonen w = w(/3) for dispersjonsrelasjonen. Fasehas-

tigheten er gitt ved ¢y = w(ﬁﬁ)
For tillfelle 2) og 3) blir fasehastigheten c; = p 'ﬂao = ap uavhengig av

bolgetallet. Slike bglger kalles da ikke-dispersive.
Svingende bjelke:
O*u 0% o FEI
— — =0 = — 4.6.12
ot? ta Ox? ¢ m ( )
Gir transversalsvingninger av en bjelke etter elementaer bjelketeori. ET
er bjelke-stivheten og m er masse pr. lengdeenhet.
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Innsatt fra (4.6.2) i (4.6.12): (—w? + a?8%) - u(z,t) =0 = w = +a - B2
som gir: '
u(x, t) = ePetab) (4.6.13)

Som i tilfelle 4), har vi igjen en ligning som gir dispersive bglger. Fase-
hastigheten er her gitt ved cy = a - 3.

dw = +2af # cy.

Gruppehastigheten ¢, = %






KAPITTEL 5

DIFFUSJONSPROBLEMER

5.1 DIFFERANSER. NOTASJON

I avsnitt 1.2 brukte vi Taylor-utviklingen for en funksjon av en uavhengig
variabel til & utlede differanseformler. Tilsvarende kan gjgres for funksjoner
av flere uavhengige variable. Dersom uttrykkene ikke har noen kryssderiverte,
kan vi direkte bruke formlene som vi utledet i avsnitt 1.2. Vi ma bare huske
a holde indekset for den andre variable konstant.

Fglgende notasjon brukes for de diskrete verdiene i z- og y-retning:

r1=x0+1-Ax, i=0,1,2,...
y]:yO‘f‘]Af% j:071727"'

Som tidligere forutsetter vi at Ax og Ay er konstante dersom intet annet blir
spesifisert. Figur 5.1 nedenfor gir eksempel pa notasjonen i to dimensjoner.

i-1 i i+1

A J*1
y -
1,/

c J

Ay
| v .
X J-1
AX
Figur 5.1

Vi skriver na opp en rekke formler direkte fra avsnitt 1.2.

Foroverdifferanser: 3
2 =B Z WG L o(Ag) (5.1.1a)

Ox i Ax

173
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Bakoverdifferanser:
8u uij — Uj—1 v
— = —=—> 4+ 0(A 5.1.1b
o e v R (5.1.10)
Sentraldifferanser
ou Uil — Ui—1,j 9
— =—=——=4+0|(A 5.1.1
ox i 2Azx + [( z) ] ( ©)
9%u Uitl,j — QUZ']' + Ui—1,5 9
—| = : : : O (A 5.1.2
22|, (Ax)? +0[(a)] (5.1.2)

Tilsvarende formler for %Z og g%‘ fglger direkte:

Foroverdifferanser: 5
u Ui j4+1 — Uij
— == 5.1.3a)
ay i Ay (
Bakoverdifferanser: 3
— =2 5.1.3b
ol Ay (5.1.3b)
Sentraldifferanser 5
ogul Wi+l T Uij—1 (5.1.3¢)
oy ; ; 2Ay
Pul i1 — 2uiy + i (5.1.4)
83/2 i (Ay)2

Eksempel 5.1

Vi diskretiserer Laplace-ligningen giyg + gi;; = 0 ved a bruke (5.1.2)og (5.1.4)
og velger Ax = Ay.

Dette gir folgende differanseligning:

Uil + U1 + Ui -1 + Ui jr1 —4du;; =0

Det resulterende beregningsmolekylet er illustrert i figur 5.2.

Jjtl

¢ ) j

Jj-1

-
i- 1 i i+1

Figur 5.2: 5-punkts beregningsmolekyl for diffusjonsligningen
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Vi ser av formelen at senterverdien er middelverdien av verdiene i de andre
puntene. Denne formelen er velkjent og kalles gjerne 5-punkts-formelen (Bru-
kes i kapittel 7).

Ved render er vi ofte ngdt til & bruke bakover eller foroverdifferanser. Vi gir
her noen formler med 2. ordens ngyaktighet .

Foroverdifferanser:
Oul|  —3uij +4uit1j — Uiraj (5.1.5)
x|, j 2Azx o
Bakoverdifferanser:
ou 3uij — 4ui—15 +ui—2;
= == ’ : 5.1.6
x|, j 2Ax ( )

Formlene gitt i tabell 1.1 , 1.2 og 1.3 i kapittel 1 kan brukes na ogsa bare vi
utstyrer dem med to indekser. Programmet diffaf er derfor like nyttig her. En
fyldig samling av differanseformler finnes i Anderson [1]. Detaljerte utledninger
er gitt i Hirsch [3].

5.2 DIFFUSJONSLIGNINGEN

5.2.1 INTRODUKSJON

Den endimensjonale diffusjonsligningen er gitt ved:

ou 0%u
ot “oa2
t kalles som tidligere nevnt, den evolusjonsvariable og kan veere bade tid-og
romkoordinat.
Typiske diffusjonsproblemer:

(5.2.1)

Varmeledning:
or  o’T
—_— = —
ot Ox?
Ikke-stasjonsert grensesjikt: (Stokes problem)

ou 0%u

—~—y

ot Oy?
Strgmning i porgse media:

ou 0%u

——c

ot Ox?

Linearisert grensesjiktligning:

ou _ v &u
ox Uy Oy?
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( Her er = den evolusjonsvariable. )
Sammenligner (5.2.1) med klassifikasjonsligningen (4.3.1):

B=C =0, A=1 som innsatt i (4.3.9b) og (4.3.11) gir:
dt =0, B> —4AC =0

(5.2.1) er folgelig parabolsk, og karakteristikken er gitt ved ¢t = konstant.

Dersom vi dividerer dt med dx:

dt dx

[E— 0 % _— = 5.2.2
dz it ~ (5:2.2)
Derav: Uendelig signalforplantningshastighet langs den karakteristiske kurva
t = konstant.

Dette er en oppsummering av opplysninger som tidligere har vaert gitt i avsnitt

4.4. (Se spesielt figur 4.7)

5.2.2 IKKE-STASJONAR COUETTE STROMNING

Symmetri- Y b
linje \ U,
. = = = = = = )
Figur 5.3
Den klassiske versjonen av dette problemet med b = oo har vi tidligere
behandlet i avsnitt 2.3 som Stokes 1. problem.
Ligning:
ou 0?U
— =v— Y <b 2.
5 V8Y2’0< < (5.2.3a)
Initialbetingelse:
UY, 7)=0,7<0 (5.2.3b)
Randbetingelser:
U(O? 7—) = Uy
=T > 2.
Ulb, 7) = 0} T2>0 (5.2.3¢)

I avsnitt 2.3 har vi sett pa flere mater a gjore (5.2.3a) dimensjonslgs.
Innfgrer fglgende dimensjonslgse variable:

Y
= U =™ (5.2.4)
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(5.2.3) kan da skrives:

ou  0%u
=—,0 1 5.2.5
Initialbetingelse:
u(y, t) =0, t <0 (5.2.5b)
Randbetingelser:
u(0, t) = 1
> 2.
u(l, ) = 0},t_0 (5.2.5¢)

Som i avsnitt 2.3, kan dette eksemplet ogséa formuleres som et varmelednings-
problem.

Analytisk lgsning:

oo

u(y,t) =1—y— 2. Z 1 exp[— (nm)?t] sin(nmy) (5.2.6)

n n
n=1

Utledningen av (5.2.6) er gitt i detalj i appendiks G.6.

Vi diskretiserer (5.2.5a) ved a benytte foroverdifferanser for tiden ¢ og sentral-
differanser for romkoordinaten y:

oul™ un—H —
a4 (5.2.7a)
at |, At

2 n _ n n
O%u ujy Quj +ujy

~ 5.2.7b
0y’ (Ay)? (>270)
dert, =n-At, n=0,1,2,..., y; =7 Ay, j=0,1,2,...
(5.2.7) innsatt i (5.2.5a) gir fglgende differanseligning;:
u;”rl =r(ufyy +ul_g) + (1 —2r)uf (5.2.8a)
At A
der r = . (5.2.8b)

RV SE
r er en dimensjonslgs gruppe. I varmeledning brukes betegnelsen det numeriske
Fourier-tallet om denne gruppa.(Lign. (5.2.8) er behandlet i avsnitt 13.11 C&K
[5]). I avsnitt 5.5 viser vi at skjemaet i (5.2.8) er av 2. ordens ngyaktighet i ¢ og
4. ordens ngyaktighet i y dersom vi bruker » = 1/6. I strgmningsmekanikken er
det vanlig & skrive u istedenfor u;, slik at indekset for den evolusjonsvariable
skrives som et gvre indeks. Vi adopterer denne skrivematen generelt.
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0.0 j-1 j

J+1

Figur 5.4: FTCS-skjemaet.

1.0

Et skjema der vi bruker
foroverdifferanser for den
tidslignende variable og sen-
traldifferanser for romko-
ordinaten, betegnes gjerne
pa engelsk som et FTCS-
skjema (Forward Time Cen-
tral Space ). Nar vi bruker
betegnelsen FTCS, menes 1.
ordens ngyaktighet i ¢ og 2.
ordens ngyaktighet i rom-
koordinaten(e). Det er ogsa
vanlig & kalle dette skjemaet
for Euler-skjemaet.

Figur 5.4 viser at skjemaet er eksplisitt; verdien ved tiden n 4+ 1 kan finnes
direkte av formelen uten & lgse et ligningsystem.
Velger Ay = 0.1 og prgver med r = 0.3 og r = 0.6

Tilfelle A, r = 0.3
Fra (5.2.8) far vi:

At = (Ay)?-r=3.0-10"3, som gir:
th=n-3.0-10"3 n=0,1,2,...

Tabell 5.1: Tabell med r = 0.3

y | t,=003| %e |t,=006| %e|t,=012| %e|t, =045 | % ¢
0.0 1.0000 0.0 1.0000 0.0 1.0000 0.0 1.0000 0.00
0.1 0.6917 1.3 0.7761 0.4 0.8394 0.1 0.8978 0.01
0.2 0.4266 3.0 0.5692 1.0 0.6851 0.3 0.7958 0.02
0.3 0.2310 4.7 0.3927 1.6 0.5427 0.5 0.6942 0.03
0.4 0.1080 5.5 0.2537 2.2 0.4163 0.8 0.5931 0.04
0.5 0.0428 3.8 0.1528 2.6 0.3084 1.0 0.4928 0.06
0.6 0.0140 -2.3 0.0854 2.7 0.2191 1.3 0.3931 0.07
0.7 0.0036 -15.2 0.0440 2.1 0.1472 1.5 0.2942 0.08
0.8 0.0007 -35.7 0.0206 0.9 0.0896 1.6 0.1958 0.08
0.9 0.0001 -60.9 0.0078 -0.6 0.0422 1.7 0.0978 0.09
1.0 0.0000 0.0 0.0000 0.0 0.0000 0.0 0.0000 0.00

% er prosent relativ feil = (

Unum —Uanalytisk

Uanalytisk

) 100 der tgparyeisk er gitt i (5.2.6).

For t, = 0.03 ser vi at Ay er for stor til & gi tilstrekkelig opplgsning. Med
t, = 0.45 har vi praktisk talt fatt den stasjonsere lgsningen ug = 1 — y. For
a fa en bedre opplgsning for tilfellet ¢, = 0.03, utfgrer vi en beregning med
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Ay = 0.05 og en med Ay = 0.01. For Ay = 0.05 far vi 40 tidskritt og for
Ay = 0.01 far vi 1000.

v || t, =003 | %e || t,=006| %e
0.0 1.0000 0.00 1.0000 0.00
0.1 0.6853 0.32 0.6832 0.01
0.2 0.4173 0.75 0.4143 0.03
0.3 0.2232 1.17 0.2208 0.05
0.4 0.1038 1.33 0.1025 0.05
0.5 0.0416 0.92 0.0412 0.04
0.6 0.0142 -0.5 0.0143 -0.02
0.7 0.0041 -3.44 0.0043 -0.13
0.8 0.0010 -8.39 0.0011 -0.33
0.9 0.0002 -15.2 0.0002 -0.61
1.0 0.0000 0.00 0.0000 0.00

Tabell 5.2: Resultater for » = 0.3. Venstre side av tabellen er for Ay = 0.05
og hgyre side for Ay = 0.01.

Tilfelle B, r = 0.6

Med Ay = 0.1 far vina t, =n-6.0-1072, n=0,1,2,.... Resultatet av denne
beregningen er vist i tabell 5.3.

Tabell 5.3 indikerer tydelig en instabilitet. Ser vi pa siste leddet i (5.2.8), fin-
ner vi at alle leddene er positive for 2r < 1, dvs. r < %, som er en tilstrekkelig
betingelse for a hindre oscillasjoner. I figur 5.5(a) har vi tegnet opp lgsningen
fra tabell 5.1 og i figur 5.5(b) lgsningen fra tabell 5.2. Figur 5.5(c) og 5.5(d)
viser lgsningen for r = 0.514 med Ay lik henholdsvis 0.1 og 0.05.

Betingelsen r < % forhindrer altsa gkende oscillasjoner i differanseligningen for

v | t,=003| %e |t,=006| %e
0.0 1.0000 0.0 1.0000 0.0
0.1 0.7939 16.2 0.5797 -25.0
0.2 0.2995 -27.7 0.9186 63.0
0.3 0.3715 68.4 0.0027 -99.3
0.4 0.0259 -74.7 0.6239 151.4
0.5 0.0778 88.6 -0.1241 -183.3

0.6 | 0.0000 0.2663 220.0
0.7 | 0.0000 -0.0551 | -227.7
0.8 | 0.0000 0.0625 206.4
0.9 | 0.0000 -0.0081 | -202.3
1.0 | 0.0000 0.0000 0.0

Tabell 5.3: Resultater for r = 0.6.
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den gitte initialbetingelsen. Vi skal na vise at vi kan utvide dette resultatet
slik at det ogsa kan brukes pa andre differanseligninger.

U = wumax

0.0 0.5 1.6 [ 0.5 1.8

(a) r=0.3 og Ay =0.1. (b) »=10.3 og Ay = 0.05.

U = Leumax

0.5 1.9 0.0 0.5 19

(¢c) »=0.514 og Ay =0.1. (d) » =0.514 og Ay = 0.05.

Figur 5.5: Resultater FTCS for ulike verdier av r.

5.2.3 PK-KRITERIET: KRITERIET OM POSITIVE

KOEFFISIENTER
La s =aiz14+asxo+- - -+agxy veere en sum av k ledd der tallene aq, as, ..., a
er positive.
Setter:
Tmin = Min(zy, o, ..., T) 0 Tmae = max(ry, To,...,Tx)

Derav:

Tmin - (a1 + a2+ +ap) <5 < Tpae - (a1 + a2+ -+ ag) (5.2.9)
Merk at dette bare gjelder dersom a1, as,...,ar er positive. La oss se pa to
tilfeller

Tilfelle 1: a1 +ao+---+ar =1
Innsatt i (5.2.9):
Tmin < 8 < Tmag (5210)

Likhetstegnene i (5.2.10) gjelder for 1 = g = - - - = xp,.
La oss na anvende (5.2.10) pa differanseligningen i (5.2.8):

u?“ = r(ujyy +uj_y) + (1 —2r)uf
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Her har viay =r, as =r, ag =1—2r slik at a; + as + ag = 1.

(5.2.10) gir da:

unJrl

: n n n
min(ufyq, uf, uj_y) < j

< max(ujy g, uj, uj_q)

Betingelsen forat dette gjelder, er at alle koeffisientene ai,as. ..., a; er posi-
tive. Da r > 0, betyr dette at bare a3 = 1 — 2r kan bli negativ. Betingelsen
for at as skal veere positiv, blir da: 1 — 2r > 0 som gir r < % Nar r =
forsvinner as, slik at a1 + ag = 1 og betingelsen ogsa er oppfylt med r =
Dette tilfellet kalles Bender - Schmidt formelen.

I

DO DO |

Det betyr at dersom vi velger r < %, vil u-verdiene ved tidskrittet n + 1 ligge
mellom den stgrste og den minste u-verdien ved tidskritt n. Dersom skjemaet
er eksplisitt og homogent og u = ug er konstant er en lgsning, vil summen av
koeffisientene ofte veere lik 1. (Sett f.eks u = ug inn i (5.2.8)) Dette skyldes
formen differanseutrykkene far fra Taylor-utviklingen. (Se tabell 1.1-1.3).

Tilfelle 2: a1 +as+ -+ ar < 1
Definerer b=1—(a; +ag+---+ax) >0slikat aj +as+---+ap+b=1

Kan da skrive fglgende sum: a = ajx1 4+ agxo + --- +ap + b -0 Vi ser da at
disse utrykkene oppfyller alle betingelsene for tilfelle 1 slik at vi far:

min(0, x1, xg,...,z) < s < max(0,z1,za,...,xx) (5.2.11)

Til forskjell fra (5.2.10) har vi na fatt inn tallet O ; ellers som for. La oss se
pa et eksempel:
or  9°T

o = aﬁ + b1, b = konstant, t < t,uks

Dersom vi bruker FTCS-skjemaet, far vi:

+1 _ —
T =r(T + 1) + (1 —2r + At - D)T}, r= a(A$)2

Med a1 = a2 =71 0og ag =1—2r + At - b far vi:
a1+ as +az =1+ At -b <1 bare med negativ verdi av b

Kravet om positive koeffisienter blir na:

1 At-b
1—2T+At-b>050mblir:O<r<§—|—Tderbernegativ

Kriteriet sier da at T-verdiene fra differanseligningen ikke gker nar b er ne-
gativ. Dette stemmer med fysikken, da en negativ b betyr at leddet T kan
oppfattes som et varmesluk.
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(5.2.10) og (5.2.11) er egentlig ikke stabilitetskriterium. Setningene gir en
tilstrekkelig betingelse for a hindre at voksende oscillasjoner oppstar, noe
som kan veere adskillig mer restriktivt enn det som er ngdvendig for stabilitet.
Men i mange tilfeller er vi tilfreds med en slik betingelse. PK-kriteriet er
mye anvendt fordi den ofte kan brukes pa differanseligninger der en mer
eksakt analyse er vanskelig & gjennomfgre. Legg merke til at det bare kan
brukes for eksplisitte skjema dersom vi ikke har ekstra opplysninger. For
parabolske ligninger har vi gjerne slike ekstra opplysninger i form av det vi
kaller maks.-min. prinsipp. (Se avsnitt 5.4.3). Kriteriet ma ogsa modifiseres
nar vi har problemer med gkende amplitude.

Det beste ville selviplgelig veere & ha et kriterium som gir en ngdvendig og
til- strekkelig betingelse for numerisk stabilitet. For generelle differanselignin-
ger eksisterer det ikke noe slikt kriterium, noe som neppe er overraskende.
Et kriterium som ofte gir ngdvendige og i noen tilfeller ogsa tilstrekkelige be-
tingelser for stabilitet, er von Neumanns metode. Denne metoden bestar i en
Fourier-analyse av den lineariserte differanseligningen og kan ogsa brukes for
implisitte skjema. Vi skal se pa denne metoden i det neste avsnittet.

5.3 STABILITETSANALYSE MED VON
NEUMANNS METODE

Vi har differensialligningen:

ou  0%*u

La oss repetere hvordan vi kan lgse denne ved bruk av separasjon av variable.
Antar at vi kan skrive u(z,t) som produkt av to funksjoner f(t) og g(x):

u(z,t) = f(t) - g(x)

Yed derivasjon: %7; = Cbcd—gt) - g(z), % = f(t) - dzggg“") . ﬁ som innsatt ovenfor
gir:
U0 o . Lo A L o)
dt dx? dt  f(¢) dz?  g(x)

Den ene siden av ligningen er bare funksjon av ¢, mens den andre bare er
funksjon av x. Da de to sidene skal veere like for vilkarlige verdier av t og z, er
den eneste muligheten at hver av sidene er lik en konstant. Denne konstanten
kalles separasjonskonstanten og vi velger den lik —32:

I s =-p > LD 1 52 1) =0
20(x 2g(x
B B g =

Den forste ligningen har lgsning f(t) = e~ P og den andre

g(z) = Asin(Bz) + B cos(fx) slik at vi totalt far:
w(z,t) = e Pt [Asin(Bz) + B cos(8z)]
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Dette er en partikuleer lgsning, og da ligningen er lineger, vet vi at summen
av slike lgsninger ogsa er en lgsning:

u(z,t) = Z:: e Pt . [Ay, sin(Brx) + B, cos(Bmx)]
m=0

I et gitt tilfelle bestemmes A,,, B,, og B, av startbetingelsene og rand-
betingelsene. Dette er vist i detalj i appendiks G.6.

Vi har ikke bruk for den generelle lgsningen, men greier oss med to partikulsere
lgsninger:

e~ Pt sin( Bz
u(z,t) = {eﬂzt COS((gx)) (5.3.2)

(5.3.2) kan skrives mer kompakt ved a bruke Eulers formel:

e = cos(z) +1i-sin(x), i = vV—1 (5.3.3)
Fglgende uttrykk er da en lgsning av (5.3.1):

u(z,t) = et giBr = o=Bt+ibr (5.3.4)

Merk. Egentlig skal vi ta realdelen eller imaginserdelen av hgyre side av
(5.3.4) da u er reell. Men da bade realdelen og imaginaerdelen tilfredstiller
(5.3.1), tillater vi oss na og senere litt juks i notasjonen.

Med notasjonen z; = j - Az, j=0,1,2,... ogt, =n-At, n=0,1,2,... far
vi fra (5.3.4):
u(wj, tn) = e Btn | giBry _ Pt iBay (eiﬁQ'At)" . "B (5.3.5a)

—B2tni1 'ei.ﬁxj _ 6_52.(n+1).At . eiﬁxj _ (6_52.At)n+1 . ezﬂxj
(5.3.5Db)
Vi far amplitudeforholdet ved & dividere de to uttrykkene pa hverandre:

w(xj,thy1) =€

G = Mintne) _ o (5.3.6)

G, kalles ofte den analytiske forsterkningsfaktoren. (Se avsnitt 1.6.1) I dette
tilfellet ser vi at G, < 1.
(5.3.5a) kan na skrives:

w(zj, ty) = (Go)" - P2 = G - &P (5.3.7)
Da G, < 1, vil G} — 0 for n — oo for dette problemet.

Fra (5.2.8) har vi folgende differanseligning for lgsning av (5.3.1):

n n n n At
j+1 =r(ujp tuj_) + (1 =2r)uyf, r= (Az)? (5.3.8)

u
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For endelig verdier av Ax og At vet vi at lgsningen av differanseligningen
ngdvendigvis ma avvike fra den analytiske lgsningen av differensialligningen.
Avviket vil selviglgelig bli stgrre for gkende verdier av Az og At og vi har sett
at nar forholdet r > %, blir differanseligningen ustabil: Stadig gkende ampli-
tuder med vekslende fortegn. Da (5.3.7) er en lgsning av differensialligningen,
forsgker vi et tilsvarende uttrykk for differanseligningen (5.3.8):

uff = B = G" - "Pi (5.3.9)

Her er den numeriske forsterkningsfaktoren G gitt ved:

ETH!
G=-1 (5.3.10a)
Ej
som gir: 4
El=G"- EY, BY =P (5.3.10b)

der G er en funksjon av At og [ og kan veere kompleks. Den numeriske forsterk-
ningsfaktoren G vil selvfglgelig veere forskjellig fra den analytiske faktoren G,.
Merk: G™ = G i n’te potens.
Dersom amplitudeforholdet skal veere begrenset, ma G tilfredstille fglgende
betingelse:

G| <1 (5.3.11)

(5.3.11) kalles von Neumanns strenge stabilitetskriterium. Det kalles det
strenge kriteriet fordi det ikke tillater at amplitudeforholdet gker. Vi skal
fjerne denne restriksjonen i avsnitt 5.4.4. Selv om vi har brukt den enkle dif-
fusjonsligningen som eksempel, gjelder fremgangsmatem ogsa i mer generelle
tilfeller: Vi setter (5.3.9) inn i den aktuelle differanseligningen og forlanger at
(5.3.11) skal veere oppfylt.

Noen egenskaper for kriteriet:

1. Den linesere differanseligningen ma ha konstante koeffisienter. Ved vari-
able koeflisienter, kan kriteriet brukes ved & ”fryse” koeffisientene lokalt.
Praksis viser at kriteriet da gir en ngdvendig betingelse for stabilitet.

2. Kriteriet tar ikke hensyn til randverdier da det er utledet for periodiske
initialdata. Dersom vi gnsker 4 undersgke rand- verdienes innvirkning pa
stabiliteten, ma koeffisientmatrisa for ligningsystemet undersgkes. Even-
tuelt en mer generell teori.

3. Kiriteriet tar ikke hensyn til randverdier da det er utledet for periodiske
initialdata. Dersom vi gnsker a undersgke rand- verdienes innvirkning pa
stabiliteten, ma koeffisientmatrisa for ligningsystemet undersgkes. Even-
tuelt en mer generell teori.

5.3.1 BRUK AV VON NEUMANN KRITERIET

Vi vil na analysere det eksplisitte skjemaet i (5.2.8) ved bruk av von Neumanns
metode. Skriver differanseligningen pa fglgende form:

Eft = (B} + Efy) + (1= 2r)E} (5.3.12)
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Fra (5.3.9): E} = G"- e"PYi (G™ betyr G i n-te potens) som innsatt i (5.3.12)
gir:

G e B = g (G™ - PP+ 4 G P PYIL) 4 (1 — 2r)GTe PV
Dividerer med G™ - ¢?#¥
G=r(ePr 4 e M) L (1—2r) =r(e® + 7)) + (1 —2r) (5.3.13a)
der § = pBh (5.3.13b)
Merk. Dersom vi bruker terminologien for periodiske funksjoner, er 5 et
belgetall (vinkelfrekvens) , og 0 en fasevinkel. (Se appendiks A.3)
Noen standardformler som brukes ofte:

2cos(x) = €% 4 e
i-2sin(z) = e — e (5.3.14)
cos(z) =1 — 2sin?(%)

(5.3.14) brukt i (5.3.13) gir:
.o (9
G=1-2r(1—cos(d)) =1—4rsin B (5.3.15)
Betingelsen |G| < 1 betyr, da G er reell:
.o (0
—1<G<1leller —1<1-—4rsin 3 <1

Hgyre side er tilfredstilt med r > 0.
Venstre side:

r< —
2 sinQ(%)
som er oppfylt for alle § med r < %
Generelt har vi — 7 <6 < 7

For linesere, homogene differanseligninger blir G = 1 for 6 = 0. Kan brukes
som en sjekk pa innsettingen.

Betingelsen for stabilitet for dette skjemaet blir da:

1

2
At

med r = ——— fra (5.2.8b

(Ay)? ( )

Da vi har et to-niva skjema med konstante koeffisienter, er (5.3.16) en

ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for stabilitet. Dette bekreftes av resulta-

tet som vi fant tidligere ved bruk av det tilstrekkelige kriteriet i (5.2.10). Re-
sultatet betyr en kraftig begrensning pa stgrrelsen av At, noe som selviglgelig

0<r<
(5.3.16)
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vil influere sterkt pa tidsforbruket. Et roft overslag for regnetiden ved bruk av
FTCS-skjemaet gir:

T hi)®
Ti ~ <h;> med samme r-verdi

der T er regnetiden for Ay = hy og Ts er regnetiden for Ay = hs.
Med hy = 0.1 og hy = 0.01 far vi £ = 1000.
Bruk av derivasjon

Et alternativ er a finne for hvilken verdi av G har maksimum og minimum
ved & beregne % og sette % = 0. Deretter brukes betingelsen |G| < 1.

Fra (5.3.15):
dG

—1-2r(1 - it
G r(1 —cos(0)) — 5

= —2rsin(0)

som gir max-min for § = 0,
0=+4m, d=0gir G=1, mens § = £7 gir G = 1 — 4r som med betingelsen
|G| <1 blir

—1<1—-4r<1

Hgyre side av ulikheten er alltid oppfylt, mens venstre side gir r < % som

fgr. Vi vil ofte finne at § = 47 er kritisk, slik at det uansett kan veere lurt a
sjekke disse verdiene. Men husk at dette ngdvendigvis ikke er tilstrekkelig til
a pavise stabilitet. Derimot kan det veere tilstrekkelig til a pavise instabilitet
da betingelsen |G| < 1 ma vaere oppfylt for alle 0 - verdier i intervallet [—7, 7].

Sammenligning av forsterkningsfaktorene.

Det kan veere interessant a sammenligne forsterkningsfaktoren G i (5.3.15)
med den analytiske forsterkningsfaktoren G, i (5.3.6).

Ved bruk av (5.3.8) og (5.3.13b) kan (5.3.6) skrives:
Gq = exp(—62 1) (5.3.17)

Stabilitetsgrensa er 0 < r < 0.5 for G med fglgende verdier for spesielle verdier
av r:
r =0.025

G = cos? <g> >0med G=0ford=m (5.3.18a)
r=0.5
G=cos(d) medG=0ford =n/20gG=—-1ford=mn (5.3.18b)

Figur 5.6 viser G og G, som funksjon av 0 € [0, 7| for forskjellige verdier av
r. Merk at de heltrukne linjene er den numeriske forsterknings-faktoren.
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For ¢ € [0°,90°] gir differanseskjema-
et stgrre dempning enn den analytis-
ke lgsningen; liten forskjell for sma 9,
men gker kraftig for gkende 4.
For 6 € [90°, 180°] ser vi at amp-
lituden endatil far feil fortegn i til-
legg til stor avvik i stgrrelse. Nar
lgsningen likevel er brukbar, skyldes
dette at den analytiske lgsningen har
en amplitude G, som avtar sterkt
med gkende frekvens; se den analy-
tiske lgsningen i (5.2.6). Denne glat-
Figur 5.6: Forsterkningsfaktorer for dif- tingseffekten er typisk for parabolske
fusjonsligningen. ligninger. Likevel er effekten merkbar
fordi vi i dette tilfellet har en diskon-
tinuitet i randbetingelsen for y = 0,
slik at Igsningen inneholder mange hgyfrekvente komponenter.

Feil i amplituden defineres ofte ved ep = ‘C%‘ og kalles diffusjonsfeil eller

dissipasjonsfeil. (Ingen feil for ep = 1 ). Begrepet dissipativt skjema brukes
gjerne om skjema der amplituden avtar med gkende ¢.
I vart tilfelle:

ep = |1 —4r Sin2(6/2)| -exp(62 - r) (5.3.19)

Rekkeutviklet for sma d:
ep =1—1%4/2 +r6%/12 4 O(4%)

som for r < 1/2 viser at feilen er liten for lave frekvenser.

5.4 FLERE SKJEMA FOR PARABOLSKE
LIGNINGER

5.4.1 RICHARDSON-SKJEMAET (1910)
FTCS-skjemaet er av 1. ordens ngyaktighet i ¢ og 2. orden i y. Vi gnsker et

skjema som ogsa er av av 2. ordens ngyaktighet i t. Dette oppnar vi ved a
benytte sentraldifferanser for leddet %:

n n+l  n—1
ou N Uj U]

ol T 2t
som gir fglgende differanseligning:

Dette er et eksplisitt, 3-niva skjema som kalles Richardson — skjemaet; se
figur 5.7.
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n+1 -
n o o 0
n-1 o
J-1 J J+1
Figur 5.7
Stabilitetsanalyse.

La oss forst forsgke det tilstrekkelige kriteriet i (5.2.10). Betingelsen om bare
positive koeffisienter lar seg ikke oppfylle da koeffisienten foran uj-leddet alltid
er negativt for r > 0. Vi prgver derfor med von Neumanns metode.
(5.3.9) innsatt i (5.4.1) gir:
GnHletPui = Gnlet Py 4 o [GretPYi-1 — 2GM e PYI 4 G PYIt]
Dividerer med G 1e"P¥ der yi=J-h:
G? =1+2rG - (e7®+e® —2) =1+ 4rG - (cos(5) — 1)
=1—8Gr - sin? (%)
hvor vi har brukt (5.3.13b) og (5.3.14). Vi har fatt en 2. gradsligning fordi vi
har et 3-niva skjema:
G? 4+ 2bG — 1 = 0 med lgsning
Gio=-bE Vb2 +1, b=4drsin’(3) >0
|G| = 1 for b = 0. For alle andre verdier av b har vi |G2| > 1. Skjemaet er
folgelig ustabilt for alle aktuelle verdier av r. Et slikt skjema betegnes som
ubetinget ustabilt.
Dette tilfellet viser at det ikke er noen sammenheng mellom ngyaktighet og
stabilitet.

Bruk av derivasjon

Vi kan bruke derivasjon her ogsa:

G? =1+ 4rG - (cos(d) — 1)
2G% = 4r [(cos(d) — 1)% — Gsin(d)] , som med % =0
gir max-min for 6 = 0, 6 = +x som for FTCS-skjemaet.

§ =0gir G12 = =1 mens § = £ gir G1o = —4r £ /1 + (4r)?
med instabilitet for |Ga| > 1 som tidligere.
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5.4.2 DUFORT-FRANKEL SKJEMAET (1953)
Richardson-skjemaet i (5.4.1) kan gjores stabilt ved fglgende modifikasjon:

1
ul = §(U?+1 + ug%*l) (5.4.2)
som innsatt i (5.4.1) gir:
1
W= [(1 — 2 )t 2r(uly + ug_l)] (5.4.3)

Dette er et eksplisitt 3-niva skjema som kalles DuFort-Frankel-skjemaet, se
figur 5.8

n+l o
n o o

n-1 o
J-1 J jt1

Figur 5.8

3-niva skjema der leddet uj-leddet mangler, kalles skjema av “Leap-frog”-
typen. (Leap-frog: hoppe bukk). Det tilstrekkelige kriteriet om positive
koeffisienter fra (5.2.10) krever r < % for et stabilt skjema. Stabilitetsanalysen
er her litt mer komplisert p.g.a. at vi ogsa ma drgfte komplekse verdier av G.
Innsatt fra (5.3.9) og divisjon med Grtee™
2 _ 1
14 2r

[(1—=2r)+4r-G-cos(0)]

—_— . . 16 _15 =
[(1 2r)+2r-G- (e +e7%) o

som gir fglgende 2. grads ligning:

(142r)-G? —4r - Gcos(d) — (1 — 2r) = 0 med lgsning:

4r cos(8) £ 1/ (4rcos(0))2 + 4(1 +2r) - (1 — 2r)
2(1+2r)

Gio=

_ 2rcos(6) £ /1 —r?sin’(4)
N 1+4+2r
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For stabilitet ma begge rottene oppfylle betingelsen |G| < 1.
Generelt ma vi dessuten skille mellom reelle og komplekse rgtter for a ta vare
pa det tilfellet at G < 0 nar G er reell.

1. Reelle rgtter: 1 — 4r2sin(§) >0

2r - | cos(8)| + /1 — 4r2sin?(0) < 1+ 2r <

G <
Gl < 1+2r ~1+2r

2. Komplekse rgtter:

1 —4r?sin?(0) < 0 — /1 — 4r2sin%(§) =i - \/4r2sin?(5) — 1

(2r cos(d))2 + 4r%sin?(6) — 1
(1+2r)2

Analysen viser at (5.4.3) faktisk er ubetinget stabilt. DuFort-Frankel skjema-
et er det eneste enkle kjente eksplisitte skjemaet med 2. ordens ngyaktighet
som har denne egenskapen. Det har derfor veert en del brukt ved lgsning av
Navier-Stokes ligninger. I avsnitt 5.5 skal vi se at forholdene ikke er sa fullt
sa rosenrgde som analysen ovenfor kan tyde pa. For & starte beregningen, kan
FTCS-skjemaet brukes.

2r —1
2r+1

Gral* =

42 — 1
4r2 +4r +1

<

5.4.3 CRANK - NICOLSON SKJEMAET . 6 - SKJEMAET

En av bakdelene ved DuFort-Frankel skjemaet er at det behgves et spesielt
skjema for a starte regneprosessen. Vi forsgker derfor & finne en approksima-

sjon for %7; av 2. ordens ngyaktighet der bare to tidsniva inngar.

Bruker sentraldifferanser for halve tidsintervallet:

nty gt _gyn

ou

— =1 1 1 0O(At)? 5.4.4
= L +0(a) (5.4.4)
. oo . ou n+% . o 1 N °
Problemet blir na a approksimere e uten at nivaet n+ 5 eksplisitt inngar
J

i skjemaet. Dette oppnas ved Crank-Nicolson approksimasjonen (1947):

1 1 1 1
@ n+s _ 1 u?_tl — 2u;?+ + u?fl u?+1 — 2u;? + U?—1 N O(Ax)2
ot? |, 2 (Ax)? (Az)?
(5.4.5)
Differanseligningen blir néa:
u =21+ Dttt = 4201 - Dt~y (5.4.6)

At
der r = —— som for.

(62

Skjemaet er illustrert i figur 5.9.
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n+l1 o o o]

n+y X

n o o 0

J-1 J Jtl
Figur 5.9

Vi ser av (5.4.6) og figur 5.9 at skjemaet er implisitt. Dette betyr at vi ma
lgse et ligningsystem. I dette tilfellet er systemet tridiagonalt, slik at Tho-
masalgoritmen og programmet tdma kan brukes.

Vi skal na undersgke stabiliteten av (5.4.6). For a sla flere fluer i et smekk,
tar vi for oss fglgende differanseligning som kalles #-skjemaet:

u =l 4 O — 20T )+ (1 - 0) (uf g — 20 + )
(5.4.7a)

der0<9<1 (5.4.7Db)

For § = 0 far vi det eksplisitte FTCS-skjemaet. For 6 = % far vi Crank-

Nicolson skjemaet. For 8 = 1 fas et implisitt skjema som ofte kalles Laasonen-

skjemaet (1949). I strgmningsmekanikken brukes gjerne

betegnelsen BTCS-skjemaet. (Backward Time Central Space) eller det totalt

implisitte skjemaet.

(5.3.9) innsatt i (5.4.7) og divisjon med G™ - "% gir:

G =1+ 7"[G«9(ei‘S +e 0 — 2)+ (1 - 0)(ei5 +e W — 2)]
=147l +e—-2).(Gh+1-0)
derd=p8-h
Med bruk av formlene i (5.3.14):
1—4r(1-0) SiHQ(%)

0.4.8
1 +4r6’sin2(g) ( )

Betingelsen for stabilitet er |G| < 1 eller siden G er reell: —1 <G <1
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Da 0 <0 <1, er den hgyre betingelsen tilfredstilt med r > 0. For den venstre
siden:

2r sin’ (g) (1 —-26) <1eller
1 J

r(1—26) < = da sin® <> <1
2 2

For % < 0 <1 er betingelsen oppfylt for alle » > 0, dvs.: Ubetinget stabil.
For 0 <6< % er skjemaet betinget stabilt.

Stabilitetsbetingelsen er da:

1
r(1-20)< 5, 0<0<1 (5.4.9)

Bruk av derivasjon

Vi skriver na:

G=1+r(e®+e -2
dG

~—

(GO+1—-0)=1+2r(cos(6) —1) - (GO+1—0)
(cos(8) —1) + (cos(d) —1)6 - %

Sl

Med % = 0 far vi igjen max-min for § =0, 6 = &7 (6 = 0 gir G = 1 som

1—4r(1—-16
ventet) § = £§ gir G = 1=4r(1—9) som er identisk med (5.4.8) innsatt
1+ 4r6 :
1—4r(1—
for % = 90°. Betingelsen |G| < 1 blir —1 < # < 1 med samme
1-+4r0

resultat som tidligere.
Ngyaktighet

La oss se naermere pa ngyaktigheten av -skjemaet som gitt i (5.4.7).

Skriver et enkelt Maple-program

> eql:= u(x+h,t+k) - 2*u(x,t+k) + u(x-h,t+k):

> eq2:= u(x+h,t) - 2*u(x,t) + u(x-h,t):

> eq:= (u(x,t+k) - u(x,t))/k -(thetaxeql + (1-theta)*eq2)/h~2:
> Tnj:= mtaylor(eq, [h,k]):

> Tnj:= simplify(Tnj):

> Tnj:= convert(Tnj,diff);

Vi har her brukt h = Ax og k = At. T'nj er trunkeringsfeilen som er mer

detaljert behandlet i avsnitt 5.5. Anta na at u(z,t) er den analytiske lgsningen

0 0? 0 0?
av diff.-ligningen 8—1; = a—z slik at vi kan sette ——() = - osv. Dersom vi
x x
bruker disse relasjonene i utskriften av 7'nj, far vi fglgende resultat:

. (1 1 o] w1, o, d%u
T = {(2—9) (At = —(Ax) ] o T (A2(1=30) 5+ (5.4.10)
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Vi ser at T]' = O(At) + O(Az)? for § = 0 og 1, altsa for henholdsvis Euler-
skjemaet og Laasonen-skjemaet, mens 17" = O(At)? + O(Az)? for 6§ = 3 som
er Crank-Nicolson skjemaet.

Dersom vi legger til en linje
Tnj := simplify(subs(theta = (1 — h?/(6 * k))/2,Tnj)); i programmet oven-
1

for, finner vi at T} = O(At)? + O(Az)* dersom vi velger r = 6(1=20) nar

< —
"=51 - 20)

Mer om stabiliteten.

Vi har funnet at skjemaet er ubetinget stabilt for % < 0 < 1.1 praksis viser
det seg at skjemaet kan gi oscillasjoner rundt diskontinuiteter for 6 = % En
f-verdi > 0.5 vil dempe disse oscillasjonene og denne dempningen er sterkest
for # = 1. La oss se pa et eksempel der vi bruker varmeledningsligningen pa
dimensjonell form.

100 mm 100 mm 100 mm
Figur 5.10

Figuren viser en tynn aluminiumstang med lengde 300 mm.

Varmeledningsligningen er som vanlig gitt ved:

or  o*r
— =a——, T=T(x,t
5 = Y (2, 1)
Randbetingelser:
T(0,t) = T(300,t) = 20°C
Startbetingelser:

T(x,0) = 270°C for z € (100, 200)
T(x,0) =20°C for x € (0,100) og = € (200, 300)

Termisk diffusivitet:
o = 100mm? /s
Det numeriske Fourier-tallet:
At
r=oa———
(Az)?

Velger At = 0.25s slik at Az =5/4/r. Ved a velge r = 4, far vi Az = 2.5mm.
Figurene péa neste side viser en beregning med 6 = % og en med 6 = 1; altsa
Crank-Nicolson skjemaet og Laasonen-skjemaet.
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Crank-Nicolson : 0

300 ~ "

Figur 5.11



195

Laasonen: 0 =1
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4 som brukt i eksemplet, vil vi etter 16

_ 0
Bl =G"- EY,

For ¢ i neerheten av 7, vil G ligge rundt —1 for store verdier av r. Dette ser
Derfor ser vi at vi vil fa oscillasjoner for 0 i neerheten av . Disse haye
bolgetallene vil dg ut for gkende ¢ fordi startprofilet blir utglattet av dis-

vi tydeligst ved & velge 6 =7 = - h som gir G

Fra (5.3.10b) har vi:
sipasjonen. Dersom vi setter r
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7\ 16
tidsteg med At = 0.25s fa G'¢ = <_8> ~ 0.12, mens vi med r = 1 ville

fatt G16 = 2.3 - 1078, Dette betyr at de hgye bglgetallene avtar langsomt
for store verdier av r. Mye likt Gibbs-fenomenet ved Fourierutvikling av
diskontinuerlige funksjoner. (Se appendiks A.3, tilfelle 1).

For Laasonen-skjemaet med 6 = 1 far vi derimot:
1

0
1 + 4rsin®
+ 4r sin <2>

G =

Vi far her ingen oscillasjoner for noen av bglgetallene.

Dersom vi bruker uttrykk fra stabilitet av ordinsere differential-ligninger, kan
vi si at f-skjemaet er absolutt stabilt (A-stabilt) for 6 = % og strengt absolutt
stabilt (eller L-stabilt) for § = 1 . (Se avsnitt 1.6.1)

Dersom vi bruker 6-skjemaet pa et varmeledningsproblem av den typen
som vist ovenfor med foreskrevet temperatur pa begge rendene (Dirichlet-
betingelser), vet vi at den maksimale temperaturen til enhver tid ma ligge
mellom den stgrste som er gitt i startprofilet og den minste som er gitt pa
randen, eller Tp,, < T]” < Tinae- For eksemplet ovenfor, er T;,;, = 20°C og
Traz = 270°C. Men da oppfyller vi kravene til PK-kriteriet.
Skriver (5.4.7) lpst med hensyn pa U?H:
u;“rl — 1—|—1297“ [Gr(u;‘jll + u?j_rll) + (1= 0)r(ufy +ufy)+ (1—(1- 9)27“)]
(5.4.11)
Ved & summere koeffisientene pa hgyre side, finner vi at summen er lik 1.
Deretter ma vi forlange at koeffisientene er positive. Dette betyr at 0 < 6§ < 1
og 1—(1—6)-2r > 0. Den siste ulikheten er oppfylt for r- (1 —6) < 3. Ved &
sette 8 = 0 og # = 1, finner vi at summen er lik 1 ogsa for disse verdiene, slik
at vi far fglgende betingelse for oppfyllelse av PK-kriteriet:

1
r(1-6) <y (5.4.12)
Fra von Neumann-analysen fant vi fglgende betingelse fra (5.4.9):
1
r(1-20) < g (5.4.13)

Vi ser at (5.4.12) er vesentlig strengere enn (5.4.13). Mens C-N-skjemaet med
0= % er ubetinget stabil i folge von Neumann-analysen, ma vi ha r < 1 ifglge
PK-kriteriet. PK-kriteriet gir her en sikker betingelse forat det fysiske max-
min-kriteriet ogsa oppfylles for differanseligningen. En test med eksemplet
ovenfor, bekrefter dette kriteriet. Finnes det da et kriterium som er bade
ngdvendig og tilstrekkelig for dennne enkle modell-ligningen? Kraaijevanger
fant 1 1992 felgende ngdvendige og tilstrekkelige kriterium:

ro1—p) <29

<= (5.4.14)
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Vi ser at for 6 = % gir dette kriteriet betingelsen r < % For 6 = % gir (5.4.14)
r < 5 mens PK-kriteriet gir r < 2.

Hensikten med store r-verdier er for & kunne bruke forholdsvis store tidskritt
nar vi gnsker a fglge hele tidsforlgpet mot en stasjoneer tilstand. Men vi
ma selvfplgelig tenke pa ngyaktigheten ogsa. Husk dessuten at dette er en
enkel endimensjonal differanseligning med konstante koeffisienter som kan
lgses meget raskt med en moderne PC naermest uavhengig at At og Az sa
lenge vi holder oss innfor stabilitetsomradet. Ikke-stasjonsere problem i tre
dimensjoner krever fremdeles mye regnetid.

5.4.4 VON NEUMANNS GENERELLE
STABILITETSBETINGELSE

Vi har omtalt stabilitetsbetingelsen |G| < 1 som von Neumanns strenge sta-
bilitetsbetingelse. Arsaken til denne betegnelsen, er at dersom |G| < 1 er
oppfylt, kan ikke amplituden gke. I mange tilfeller har vi selvfglgelig fysikals-
ke problemer der amplituden vokser med t. ( ¢t begrenset ). Et enkelt eksempel
er varmeledningsligningen med et kildeledd:

or T

a5 = Yo +bT, b= konstant, t < tyaks (5.4.15)

Med b < 0 har vi et varmesluk, mens for b > 0 har vi en varmekilde. I det
fgrste tilfellet kan vi bruke det strenge kriteriet, men for det andre tilfellet er
det ngdvendig a tillate |G| > 1.

En partikuleer lgsning av (5.4.15) er gitt ved:

T(x,t) = e - e*aﬁ%cos(ﬁx) = (=B cos(fx) (5.4.16)

La oss bruke (5.4.16) til a bestemme en analytisk forsterkningsfaktor, se
(5.3.6):

T(.’E], tn-i-l)

Clo = T(‘rjv tn)

= exp [(b— af?) tns1 — (b— af?) 1] = Al gm0 A
(5.4.17)
Vi ser at det er leddet 2t som far amplituden til & gke med positiv b.
En rekkeutvikling for sma At:
b2
ePAt :1+b.At+5(At)2+... (5.4.18)
Dersom vi bruker FTCS-skjemaet, far vi:

T]nﬂ = r(T0y + T y) + (1 — 27) T + AT? (5.4.19a)

A
med r = a(A;)2 (5.4.19b)
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Dersom vi bruker PK-kriteriet, finner vi at summen av koeffisientene er lik
14+ b- At, slik at dette kriteriet bare kan brukes for b < 0.

Far ved a bruke von Neumanns metode pa (5.4.19):
)
G =1- 4rsin’® (5) + AL (5.4.20)
Ved a sette r = %, far vi:
.9 (0
G| < |1 - 2sin (5) AL B <1+ AL-b, b>0

Dersom vi sammenligner med (5.4.18), ser vi at vi far god overenstemmelse
mellom den analytiske og den numeriske forsterkningsfaktoren i dette tilfellet.

Innfgrer von Neumanns generelle betingelsen ved:

|G| <1+ K- At (5.4.21)

der K er en positiv konstant.

Dette betyr at vi tillater amplituden & gke eksponentsielt for ¢ < ,,qks-

I dette tilfellet kan vi bruke den strenge betingelsen dersom vi resonnerer pa
fplgende mate:

Da kildeleddet i (5.4.15) ikke inneholder noen derivert stgrrelse, kan vi se
bort fra dette leddet ved stabilitetsundersgkelsen.

Vi har her samme type problemstilling som i avsnitt 1.6, der vi diskuterer
stive, ordinaere differensial-ligninger. ( Se f.eks. lign. (1.6.8) i avsnitt 1.6.1).
For en voksende amplitude méa vi minske skrittlengden for den uavhengige
variable dersom vi skal oppné en foreskrevet ngyaktighet. For en minskende
amplitude mé vi derimot holde oss under en maksimum skrittlengde for & fa
en stabil regneprosess.

La oss se pa et annet eksempel med bruk av FTCS-skjemaet.

ou 0%u ou

— =Q7— —, a>0 5.4.22

ot~ “ox2 T g @ (5.4.22)
Denne ligningen som kalles adveksjon-diffusjonsligningen, er fremdeles en
parabolsk ligning ifslge klassifiseringskjemaet i avsnitt 4.3.

Ved bruk av FTCS-skjemaet pa (5.4.22) med sentraldifferanser for gu:
x

At At
1
;L+ =+ (uj —2u] +ul_g) + a0 (Ujyy —ujq), 7= a(A;p)Q

Y 2Ax

Bruker von Neumanns metode:

G =1 — 4rsin® <g) +i- aog sin(0)
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som videre gir:

N At ? N\, ad-r
2 _ (1 _grain2 (2 at (1 _aren2(° 0 " Apain2
|G|* = <1 4rsin (2>> +<a0Ag; sm(5)> <1 4rsin <2>> + . At sin“(6)

Velger igjen r = %:

2 2
|G|:\/<125m2(g)) +;—3-Atosm (5)<1+7 At

Vi har her brukt /22 + 2 < || + |y|

Med K = 52, ser vi at den generelle betingelsen i (5.4.21) er oppfylt.
AdvekSJon—dlfquJonshgmngen er behandlet mer detaljert i avsnitt 6.10.

5.5 TRUNKERINGSFEIL, KONSISTENS OG
KONVERGENS

La U(x,t) veere den eksakte lgsningen av en PDL, skrevet L(U) = 0, og u den
eksakte lgsningen av den tilhgrende differanseligningen, skrevet
F(u) = 0. Den eksakte lgsningen i (z;, t,) er gitt ved:

U'=U(zj,tp) der z; =i-Azx=i-h, i=0,1,2,...
th=n-At=n-k, n=0,1,2,...

For den lokale trunkeringsfeilen 77" far vi da fglgende uttrykk:
T = F(U!") — L(U}") = F(U}") (5.5.1)

T finnes ved Taylor-utvikling.
Noen rekkeutviklinger:

n n 8U h2 82U h 93U
ou ™ k? 92U k> 93U
n+l __ n
tho |ty | Eoe . (552
UM = Uiy tpar) = Ul £ k- ot . o+ R AT i+ (5.5.2b)

La oss som eksempel finne den lokale trunkeringsfeilen 77" for FTCS- metoden
anvendt pa diffusjonsligningen L(U) = 0 der

oUu U
LU =7 G =
. . Urtt—ur UM, —20r+ U
" =FU}) = - — - +1 (5.5.3)
Innsatt fra (5.5.2) i (5.5.3):
L (oU OU\" [(kO*U h*O' k203U | -
Ti(m‘aﬁ)ﬁ( e 123:,;4) G or |, TOWLY

oU
D
aa 8 =0
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2 2 9477\ "
T (ga&g - %g;{) + hgyere ordens ledd (5.5.4)

(5.5.4) viser at T = O(k) + O(h?) som ventet.

(5.5.4) kan ogsa skrives:

Tr

_hj k O*U o*U
D)

vy yY 2 4
o 8964)1- +O(K?) + O(hY)

k
Ved a velge r = 2= far vi:

T = O(k*) + O(h%) (5.5.5)

At blir sveert liten for r = 1/6, men med dagens PC-er er dette ikke noen pro-
blem, bortsett fra eventuell akkumulering av avrundingsfeil. (Se ogsa side 211)

Konsistens

Vi sier at differanseligningen er konsistent med den gitte differensial-ligningen
dersom den lokale trunkeringsfeilen 77" — 0 nar Az og At — 0 uavhengig av
hverandre.

Eksempel 5.2
Fra (5.5.4)

n __
)

—0for hogk—0

kU _ 120"
2 Ot? 12 Ozt

i

Dette betyr at FTCS-skjemaet er konsistent med diffusjonsligningen.

La oss se naermere pa DuFort-Frankel skjemaet fra avsnitt 5.4.2:

o _ urtt—up! _ Uy + U8 — (U + U]
P 2k h2

Med bruk av rekkeutviklingene i (5.5.2):

" 2 93 2 adrrm 4
+[k U haU} —|—O<kk4,h4>

n __
)

h

oU U (ENPOPU| | [KOPU 0T
Ot 0x2 ot2 6 Ot3 12 Oxt

i

5\ 2
P.g.a faktoren (h> er det viktig a spesifisere hvordan k& og h — 0. Skjemaet

er ikke uten videre konsistent med den gitte ligningen. Et slikt skjema beteg-
nes gjerne som betinget konsistent.

Tilfelle 1
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Setter rg =

k
E_Hg—ro h, ro en konstant > 0.
ki(55

6):

™ —

1

Innsatt for

oU 9U ., 0 )
<at‘ax2+’“0 8t2> +0()

For h — 0, ser vi at DuFort-Frankel skjemaet na er konsistent med den

2 2
hyperbolske ligningen ou 20°U U

ot +1g 2 T o0x2 og ikke den opprinnelige diffu-

sjonsligningen.
Tilfelle 2
k
Setter ro = 72 — k =17 - h%. Innsatt for ki (5.5.6):
_ |oU 202U k283U h2 0%U E* 14 14
T _[Bt_aw [ h™ = 6@‘126:&] +O(h2’k h)
20U | k h? 9*U 6 14 14
[ hT""FT_nax‘l} +0 (rgh®, K, 1Y)
ou  9*U
da |— - 22| =
? {aT 8x2]- 0

Vi ser at T — 0 for h og t — 0 med T7* = O(k?) + O(h?).

Skjemaet er na konsistent med diffusjonsligningen.

D-F-skjemaet kan derfor brukes med k = 7o - h?. Men da har vi fatt en
begrensning pa At, ikke som et stabilitetskrav, men ved kravet til konsistens.
Ikke-konsistente skjema oppstar vanligvis nar vi trikser med skjemaene etter
at vi har Taylor-utviklet dem pa vanlig mate.

Konvergens

Med U som den eksakte lgsningen av differensialligningen og u som den eksakte
Igsningen av den tilhgrende differanseligningen, sier vi at differanseligningen
er konvergent dersom

Athn;l%O — U for gitt t,, og x;
Det er generelt vanskelig a bevise konvergensen av et differanseskjema. Derfor
har det veert gjort mange forsgk pa a erstatte definisjonen ovenfor med betin-
gelser som er lettere a bevise hver for seg, men som tilsammen er tilstrekkelig
for konvergens.
Det mest kjente av disse teoremene er Lax‘s teorem:
Dersom det linesere initialverdiproblemet er velformulert og den tilhgrende
differanseligningen er konsistent, er stabilitet en ngdvendig og tilstrekkelig be-
tingelse for konvergens. (Se avsnitt 4.5 angaende begrepet velformulert) Nar
vi ser alle betingelsene som ma oppfylles forat Lax’s teorem skal kunne an-
vendes, skjgnner vi vanskelighetene med & bevise konvergens i mer generelle
problemstillinger.
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5.6 EKSEMPLER MED RADIELL SYMMETRI
Dersom vi transformerer diffusjonsligningen %—7; = % + ‘32772‘ + 22712‘ til henholds-
vis sylinder- og kule-koordinater og forlanger at u bare skal veere funksjon av
tiden t og radien r, far vi:

Sylinder:
ou 0*u 10u

at o ror
Kule:
ou  0*u  20u

o o ror

Ligningene kan da skrives:

ou 9%u /\%

o o T
A =0 med r — z gir det velkjente kartesiske tilfellet.

A=0,1,2 (5.6.1)

(5.6.1) er en partiell diff. ligning med variable koeffisienter. Vi vil na forsgke
en von Neumann-analyse av denne ligningen med #-skjemaet fra avsnitt 5.4.3.

Stabilitetsanalyse med bruk av #-skjemaet for radius r > 0

Setter r; = Ar-j, j=0,1,... og innfgrer D = 7(@32

For r > 0:

utl = w4+ D [e(uﬁ} — 2uf M )+ (1= 0)(ufyy — 2uf +uf )

32 0t — wi ) + (1= 0) (g — upy)

(5.6.2)
Utfgrerer en von Neumann-analyse ved & sette inn EJf = G- ¢"#77 = G"et0J
med 6 = 3 - Ar og bruk av de vanlige formlene (5.3.14) og (5.3.15).

Vi far:
N7 NV L8y (1—0AD .
. 2 — — . = | — — . 2 — - 7
G <1 + 46D sin (2) i 7 sm(5)> 1-4(1-0)D-sin <2>+Z 7 sin(0)

som ved bruk av formelen sin(d) = 2sin (g) cos (g) og betingelsen |G| < 1
blir:

2  mM2)\2 72 2 p2y21n2
(1 — 4(1 — 0)Dsin® (g)) +msin2(5) < <1 + 46D sin® (g)) +0 AD sin?(0)

J? J?

og som videre gir:

D-(1-26) <sm2 (g) - (4 . jj) n Aj) <2, j>1 (5.6.3)
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Det er ikke vanskelig a4 se at leddet i parentesen har sin stgrste verdi for

0
sin? <§> = 1; dvs. for § = 7. (Kan ogsa finnes ved a derivere leddet m.h.p. §

2
som gir maksimum for ¢ = 7). Faktoren — faller da ut.

Vi far:
D-(1-20)-2<1 (5.6.4)
Som i avsnitt 5.4.3, ma vi skille mellom to tilfeller.
1. 1
<0< —
0=0< 2
At 1
D= < 5.6.5
(Ar)2 = 2(1 —26) ( )
2. 1
- <6<1
2~ o<

Skifter fortegn i (5.6.4):
D-(20—-1)-2>-1
Denne betingelsen er alltid oppfylt, slik at differanseligningen er ubetinget

stabil for disse 6-verdiene.

Vi har med andre ord fatt de samme stabilitetsbetingelsene som for ligningen
0 0?
med konstante koeffisienter: —ltb = a—g der vi har FTCS-skjemaet for § = 0,
T
Crank-Nicolson-skjemaet for # = 1/2, og Laasonen-skjemaet for § = 1.

Merk at denne analysen bare gjelder for r» > 0.
Vi ma da se pa ligningen for r = 0.

Leddet )\gu ma behandles spesielt for » = 0.
r or

L’Hospitals regel:

. Adu 0%u ou 9%u

Vi har funnet at ved bruk av FTCS-skjemaet, har vi den vanlige begrensnin-
gen D < 1/2. La oss derfor underspgke om randbetingelsene gir begrensninger
nar vi bruker FTCS-skjemaet.

Versjon 1

Diskretiserer (5.6.6) for » = 0 og utnytter symmetribetingelsen %(0) =0:

ug™ = [1—=2(1 4+ A)D] - uf +2(1 + \)D - u} (5.6.7)
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Dersom vi bruker PK-kriteriet pa (5.6.7), far vi:

1
D < m (5.6.8)
For A = 0 far vi den velkjente betingelsen D < 1/2, mens vi for sylinderen
med A = 1 far D < 1/4 og for kule med A\ = 2 far D < 1/6. Spgrsmalet er
om disse betingelsen for sylinder og kule er ngdvendige. Vi vet at D < 1/2 er
bade tilstrekkelig og ngdvendig for A = 0.
Det er vanskelig a finne et ngdvendig og tilstrekkelig kriterium i dette tilfellet.
Ser derfor pa et eksempel med oppstart av strgmning i et ror, gitt som
eksempel 5.3.

Versjon 2

For a unnga a bruke en separat ligning for » = 0 , diskretiserer vi symmetri-

betingelsen —u(O) = 0 med 2. ordens foroverdifferanser:

or

ou —3uf + 4ul — uy

or (0)=0- 2Ar
For kula finnes det en detaljert analyse av Dennis Eisen i tidskriftet Nume-
rische Mathematik vol. 10, 1967, side 397-409. Han viser at en ngdvendig og
tilstrekkelig betingelse for lgsning av (5.6.2) sammen med (5.6.7) (for A = 2
og  =0) er at D < 1/3. Dessuten viser han at ved a unnga a bruke (5.6.7),
far vi stabilitet for FTCS-skjemaet nar D < 1/2.

1
— up = §(4u’f —uy) (5.6.9)

Vi beregner na to tilfeller for a se hvilke stabilitetskrav vi far i praksis nar vi
bruker begge versjonene av randbetingelsene.

Eksempel 5.3 Oppstart av rgrstrgmning

Figur 5.13

Figuren viser hastighetsprofilet ved strgmning i et rgr av en inkompressibel
fluid ved et gitt tidspunkt. Vi tenker oss at profilet har utviklet seg fra null
ved & sette pa en konstant trykkgradient % < 0, slik at hastighetsprofilet
for det stasjonere tilfellet er det velkjente parabolske profilet for Poiseuille-
strgmning.
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Bevegelsesligning:

oU  1dp V(62U 18U) o

B wd o2 T RoR

der hastighetsprofilet U = U(R, 7). 0 < R < Ry, og T er den fysikalske tiden.

Dimensjonslgse variable:

2
t= yé, r= }]:0, _v % der | — — 0P (5.6.11)
0

som innfert i (5.6.10) gir:

ou du  10u

- = — == 5.6.12
ot * or? * r or ( 2)
Randbetingelser:
0
u(£1,t) =0, a—“(o, £) =0 (5.6.12b)
r
Den siste er en symmetribetingelse. Finner stasjonsaer lgsning ug for %7; =0:
dPus 1 dus 1d dug
dr? * r dr v <T dr > S B
dus = —-2r+ ﬁ med C; =0 da im0 =0
dr r dr

Etter en ny integrasjon og bruk av randbetingelsene, far vi den velkjente pa-
rabolske hastighetsfordelingen:

Vi antar na at vi har et tilfelle med fullt utviklet profil som gitt i (5.6.13).
Plutselig fjerner vi trykkgradienten. Fra (5.6.10) ser vi at dette gir en enklere
ligning. Hastigheten w(r,t) for dette tilfellet er gitt ved:

w(r,t) =us —u(r,t) med w = % (5.6.14)

Vi skal na lgse fglgende problem:

ow 0w 10w
Randbetingelser:
ow

(0,£) =0 (5.6.15b)

Startbetingelse:
w(r,0) = us =1 — 72 (5.6.15¢)
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Det opprinnelige problemet er da:
u(r,t) =1 — 12 —w(r,t) (5.6.16)

Den analytiske lgsningen av (5.6.15),(5.6.16), forst gitt av Szymanski i 1932,
finnes i appendiks G.8.

La oss se spesielt pa FTCS-skjemaet.

Fra (5.6.2), med A=1,0=00g j > 0:

D n n

Wt = Wi + D - (Wi — 2wi +wi ) + 2

J

For j = 0 far vi fra (5.6.7):
witl = (1 —4D) - wl 4+ 4D - W} (5.6.17b)

Fra (5.6.5) far vi stabilitetsintervallet 0 < D < 3 forr >0 0g 0 < D < §

fra (5.6.8) for » = 0 som er en tilstrekkelig betingelse.

Ved a lgse (5.6.17), far vi folgende tabell for stabilitetsgrensa:

Ar | D

0.02 | 0.413
0.05 | 0.414
0.1 0.413
0.2 | 0.402
0.25 | 0.394
0.5 | 0.341

For tilfredstillende ngyaktighet bgr vi her ha Ar < 0.1. Av tabellen ovenfor
ser vi at da er betingelsen D < 0.4 er tilstrekkelig. Med andre ord en slags
midlere verdi av D = % og D = i.

Det er ligningen i (5.6.17b) som skaper problemer. Vi kan unnga denne ved
isteden a bruke (5.6.9):

1
wf = 5} —wB), n=0,1,... (5.6.18)

Beregningen viser da at grensa for hele systemet er gitt ved 0 < D < % for
FTCS-skjemaet. Figuren nedenfor viser u-profilet for D = 0.45 med Ar = 0.1
etter 60 tidskritt med bruk av (5.6.17b). Tydelig utvikling av instabilitet for
r=0.
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Oppstart av stremning i rar

Figur 5.14

Programmering av #-skjemaet

Randbetingelse gitt i (5.6.17b)

Figur 5.15

Da 1 er det laveste matrise-indekset i Matlab, setter vi
ri=Ar-(j—1), Ar = %, j=1,2,..., N + 1 som vist pa figuren ovenfor
Ligningsystem fra (5.6.2) samt (5.6.6):

For j =1:
(144D -0) W™ —4D -0 Wit =w? +4D(1 - 0) - (W5 — )  (5.6.19)
For j=2,...,N:

1 n+1 n+1 1 n+1
—D9- (1= 5phgy ) - wit + (1 +2D8) - Wt = DY - (14 55h ) - wif

2G-1)
=D(1-6)- (1_ﬁ ‘W +[1—2D(1 - )] - WP
—|—D(1 = 9) o (1 + ﬁ) 'wn+1

(5.6.20)
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Far da felgende koeffisienter for bruk i tdma:

1
aj=—-DO(1—-———1),j=2,...,N
! ( 2(J—l)>
b1:1+4D9
bj=14+2D0,j=2,...,N
61:—4D0
1 , (5.6.21)
c-:—D9<1+,>,]:2,...,N—1
! 2(j — 1)
di =wl+4D(1—-6) - (w§ —w?), n=1,...
1 1
d; =D(1—-0 1— — | - +<1+ . >w,ff }
1 =D ){< 2(1—1>> -1 3G —1)) “nt
+[1-2D(1—-0)]-w}, j=2,...,N+1
Startverdier:
wi=1-ri=1-[Ar-(Gj-1] j=1,...,N+1 (5.6.22)

Dessuten har vi at wy 41 for alle n-verdier.

Merk at vi ogsa kan bruke tdma for § = 0 (FTCS-skjemaet). I dette tilfellet
forsvinner bade a- og c-vektoren. Determinanten av matrisa er na produktet
av elementene i b-vektoren. Betingelsen for at matrisa er ikke-singuleer er da
at alle b-elementene # 0 , noe som er oppfylt for alle verdier av D og 6.

La oss ogsa undersgke den numeriske stabiliteten av tdma for dette systemet.

Fra lign. (3.1.4), har vi fglgende tre betingelser:

‘bl‘ > ’61’ >0
‘bj’ > \aj] + ‘Cj’, aj - Cj 7& 0, j=2,3,...,N—1 (5.6.23)
‘bN‘ > \aN] >0

Ulikhet 1:
|14+ 4D0| > |4D6| som alltid er oppfylt.

Ulikhet 2:

1

14 2D6 zpe‘l—.
| | 2(—1)

[+t~

Da alle leddene er positive:

1+2D02D0<1—2(j1_1)>+D9<1_2(]’1+1)>

— 1+ 2D60 > 2D0 som alltid er oppfylt
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Ulikhet 3:

1 1
|1+2D0\2D0‘1—(,1))—>1+2D92D9( >
.

1—
2 2G-1)
som alltid er oppfylt

Vi kan derfor bruke tdma som lgsningsrutine.

Lgsningen av dette systemet er gitt i programmet startup som lgser systemet
for 6 =0, 6 =1/2 og 6 = 1. Utskrift er gitt pa den neste siden. Vi har valgt
D = 0.4 og Ar = 0.02 slik at vi er i det stabile omradet for FTCS-skjemaet.
Utskriften gir us, ikke w.

Legg merke til at det bare er hgyresiden av systemet, dvs. d-vektoren, som
er tidsavhengig. Vi kan derfor bruke en versjon av tdma der vi utfgrer
elimineringen kun en gang, mens innsettingen utfgres for hvert tidskritt.

En slik versjon er gitt i lign. (5.6.18), appendiks I og er programmert i
startupv3 som er 2-3 ganger raskere enn startup.
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3k 3k %k %k %k %k 5k 5k 5k 3k %k %k %k Xk %k %k %k %k %k %k %k %k %k % %k %k %k %k % %k % % % % % % % % Xk *k *k

* Impulsive start of pipeflow *
* theta = 0: FTCS-scheme *
* theta = 1: Laasonen *
* theta = 1/2: Crank-Nicolson *

3k 3k %k %k %k %k %k 5k 3k 3k 3k %k %k %k %k %k %k %k %k %k >k >k >k >k >k %k %k %k %k 3k 3k 3k 3k 3k % % % % * *k *k

No. of time-steps................ 500
r-step length..................... 0.020
Diffusion-number D............... 0.400
Timestep....... ... 1.600e-004
Elapsed time................... 8.000e-002

r u( ) u( ) ul )
analytisk

0.000 3.1452e-001 3.1436e-001 3.1444e-001 3.1448e-001

0.100 3.1368e-001 3.1351e-001 3.1360e-001 3.1363e-001
0.200 3.1091e-001 3.1073e-001 3.1082e-001 3.1086e-001
0.300 3.0548e-001 3.0528e-001 3.0538e-001 3.0542e-001
0.400 2.9606e-001 2.9584e-001 2.9595e-001 2.9600e-001
0.500 2.8069e-001 2.8047e-001 2.8058e-001 2.8063e-001
0.600 2.5671e-001 2.5650e-001 2.5661e-001 2.5666e-001
0.700 2.2078e-001 2.2060e-001 2.2069e-001 2.2073e-001
0.800 1.6893e-001 1.6880e-001 1.6886e-001 1.6889e-001
0.900 9.6816e-002 9.6748e-002 9.6782e-002 9.6798e-002
1.000 0.0000e+000 0.0000e+000 0.0000e+000 0.0000e+000

Vi ser at det ikke er stor forskjell mellom resultatene for de ulike f-verdiene
da vi har en valgt en forholdsvis liten verdi for D.

Randbetingelse gitt i (5.6.9)

0O 1 2 3 l N1 N N+

Figur 5.16

Vi velger & renummere som vist pa figuren:

ri=Ar-j, Ar = j=0,1,...,N+1

1
N+1
Ved & renummerere, kan vi ogsa bruke tdma for tilfellet # = 0 (FTCS) slik
som vi gjorde i den foregaende beregningen. Uten renummerering, vil vi fa

b1 = 4D0 slik at by = 0 for 6§ = 0. Dette vil fgre til at determinanten av
koeflisientmatrisa blir lik null.

Gjentar randbetingelsen gitt i (5.6.9):

1
W = (] —wh), n=0,1,2... (5.6.24)
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Ligningsystemet blir na som gitt i (5.6.17) nar vi lar ﬁ — % og
j=12 ... Forj=1,...,N:

1 1
+1 +1 +1
—D0-<1—2j>-w;b_1 +(1+2D0) - wy —D9-<1+2j>-w;-‘+1

_D(1-6). (1_21j) Wy +[1—2D(1—6)] -

1 n
(5.6.25)
(5.6.25) utskrevet for j = 1, innsatt fra (5.6.24) og sammentrukket:

4 4 4 4
(1+ §D9) WPt gDngH =[1- gD(1 —0)]- Wi+ gD(1 —0)wh (5.6.26)

Etter at wy,ws, ... er funnet, beregnes wy fra (5.6.24), og lagres separat.

Startverdiene er som i (5.6.22), men med folgende indeksering:
w)=1-r7=1-(Ar-j)* j=0,...,N+1 (5.6.27)

Far da fglgende koeffisienter for bruk i tdma:

1
aj:—D9<1—2j>,j:2,...,N

4
b =1+2D6, j=2,....N

4
Ccl = — gDO

1 . (5.6.28)
CJ':_D9<1+2]-)7J:27""N_1

4 4
dy =[1— gD(l—Q)] -w’f—ng(l—@)ng, n=1,...

oa-of (1) o+ (5) )

+[1-2D(1-0)] - w?, j=2,...,N,n=1,...

d

<.

Lgsningen av dette systemet er gitt i programmet startupv2. Ulikhetene i
(5.6.23) er oppfylt og tdma kan brukes.

Med samme datasett, gir startupv2 samme resultat som startup.
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Eksempel 5.4 Avkjgling av kule

Figur 5.17

Figuren viser en kule som blir avkjglt i vann. Kula har radius

b = 5 og har temperatur T for den senkes i vannet. Vannet holder en
konstant temperatur T, under hele prosessen. Vi ser bort fra varmetap til
omgivelsene.

Andre data:
Varmeledningstall : k = 0.1W/(em -° C) (5.6.29a)
Varmeovergangstall : h = 0.2W/(cm -° C) (5.6.29b)
Termiskdif fusitivitet : o = 0.04cm? /s (5.6.29c¢)
: : : h-b :
Vi har valgt verdiene slik at forholdet - = 1, noe som fgrer til en

enklere analytisk lgsning. Verdiene som er angitt i (5.6.29), passer bra for
nikkel-legeringer.

Vi skal na lgse folgende problem med T'= T'(r,t):

or o*T 20T
Randbetingelser:
oT L
E(O’t) =0, (symmetribetingelse) (5.6.30b)
Forr=5b: i
k— =h- (T, - T 5.6.30
or ( b) ( C)
Startbetingelse:

T(r,0) =T} (5.6.30d)
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I dette eksemplet ngyer vi oss med bruk av FTCS-skjemaet, men beregningen
kan lett utvides til #-skjemaet som vist i eksempel 5.3.

Med r; = Ar - j, Ar = ﬁ, j=01,....N+1logD = a(ﬁ# far vi fra
(5.6.2) nar u(r,t) — T(r,t), 6 =0 og A = 2:

T+ = (1-2D)- TP+ D[(1-1/4)-Tf 1+ (141/5)-Tf], 5 =1,2,... (5.6.31)

Som i eksempel 5.3, bruker vi to versjoner for symmetribetingelsen for r = 0.
1) Fra (5.6.7) med \ = 2:

Tt = (1—6D) - Tg + 6D - T} (5.6.32)

2) Fra (5.6.9):
1
Ty = (4T} — T3), alle n (5.6.33)

Randbetingelsen for r = b.

Diskretiserer (5.6.30b) med bruk av 2. ordens bakoverdifferanser:

. <3T;@+1 — TR+ TR,

i ) =h- (T, — Tp) som lgst m.h.p T, gir:

ATR — TR +26-T,

TNy = 519 (5.6.34a)
der § = AC{:' h (5.6.34b)

Vi har tidligere vist at vi ma ha D < 1/3 nar vi bruker randbetingelsen i
(5.6.32). I eksempel 5.3 for sylinderen, fant vi at stabilitetsgrensen for D gkte
nar vi minsket Ar ved bruk av FTCS-skjemaet. For kula derimot viser det seg
at betingelsen D < 1/3 er uavhengig av Ar. Arsaken til dette finner vi nar vi
skriver ut (5.6.31) for j = 1:

T =(1-2D)- TP +2D - T3

Leddet (1—1/j)- T}, = (1—1)-1¢ forsvinner for j = 1, slik at temperaturen
i kulas sentrum ikke influerer pa noen av de andre verdiene. Dette forklarer
hvorfor stabilitetsgrensa er uavhengig av Ar. Vi kan da faktisk lgse (5.6.21)
for j =1,2,..., N uten a bry oss om randbetingelsene i (5.6.32) og (5.6.33).
Randbetingelsen i (5.6.33) trenger vi bare for a finne temperaturen 77 i
sentrum av kula.

Neumann-analysen som ikke tar hensyn til rendene, viste at (5.6.31) er
stabil for D < 1/2. Dessuten viste analysen at innflytelsen av den variable
koeffisienten forsvant bade for sylinderen og kula. (Se diskusjonen i forbindelse
med (5.6.3)). Vi har ikke vist at D < 1/2 er en tilstrekkelig betingelse for
hele systemet, siden vi da ogsa ma ta med randbetingelsen i (5.6.34).
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Vi kan da oppsummerer for bruk av FTCS-skjemaet for kula:

Skjemaet i (5.6.34) er stabilt for D < 1/2 for j =1,2,...

Dersom sentrumstemperaturen ogsa beregnes, ma vi ha D < 1/3 nar (5.6.32)
brukes.

Med bruk av (5.6.33), kan sentrumstemperaturen beregnes for D < 1/2.
Dette passer godt med Eisens analyse, omtalt i forbindelse med (5.6.9).

Nedenfor er vist utskrift fra programmet kule av en beregning med D = 0.4
og Ar = 0.1cm. T, = 300°C' og T, = 20°C og beregningen varer i 10 min. med
tidskritt 1 sekund. De analytiske verdiene er beregnet av funksjonen kanalyt.
Vi ser at det er god overenstemmelse mellom de numeriske og de analytiske
verdiene. (Analytisk lgsning i appendiks G.9)

r(cm) T (°C) T, r(cm) T (°C) T,

0.00  53.38 53.37 2.60  49.79 49.78
0.10 53.37 53.36 2.70 49.52 49.51
0.20  53.36 93.35 2.80 49.24 49.23
0.30 53.33 53.32 2.90 48.95 48.94
0.40 53.29 53.28 3.00 48.65 48.64
0.50 53.24 53.23 3.10 48.35 48.34
0.60 53.18 53.17 3.20 48.03 48.03
0.70  53.11 53.10 3.30  47.71 47.71
0.80 53.03 53.02 3.40 47.38 47.38
0.90 52.93 52.93 3.50  47.05 47.04
1.00 52.83 52.82 3.60 46.70 46.70
1.10  52.72 52.71 3.70  46.35 46.35
1.20 52.59 52.58 3.80 46.00 45.99
1.30  52.46 52.45 3.90 45.63 45.63
1.40 52.31 52.30 4.00 45.26 45.26
1.50 52.16 52.15 4.10 44.89 44.88
1.60 51.99 51.98 4.20 44.50 44.50
1.70 51.81 51.81 4.30 44.11 44.11
1.80 51.63 51.62 4.40 43.72 43.71
1.90 51.43 51.42 4.50 43.32 43.31
2.00 51.22 51.22 4.60 42.92 42.91
2.10 51.01 51.00 4.70 42.51 42.50
2.20  50.78 50.78 4.80  42.09 42.09
2.30 50.55 50.54 4.90 41.67 41.67
2.40  50.30 50.30 5.00  41.25 41.24
2.50 50.05 50.04




KAPITTEL 6

KONVEKSJONSPROBLEMER

6.1 INNLEDNING

Adveksjonsligningen er gitt ved:

gi:ﬁ-aogz =0 (6.1.1)
Fra avsnitt 4.2 i kap. 4 vet vi at 6.1.1 framstiller en bglge som forflytter seg
med uforandret fasong langs x-aksen med konstant hastighet ag. 4.1 Karakte-
ristikken er gitt ved ‘fl—f = aqag , og 6.1.1 er en hyperbolsk ligning. For ag > 0,
beveger bglgen seg i positiv x-retning; for ag < 0 i negativ retning. Dersom
intet annet blir spesifisert, vil vi i fortsettelsen anta ag > 0. (6.1.1) kan tydes
bade som en modell-ligning for en kompressibel og en inkompressibel fluid.
Dersom u f.eks. er trykk, framstiller (6.1.1) en trykkbglge som forplanter seg
med hastigheten a, . Med u som f.eks. temperaturen 7', framstiller (6.1.1)
transport av varme (temperatur) i en inkompressibel fluid som beveger seg
med hastighet ag .

215
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6.2 1. ORDENS
SENTRALDIFFERANSESKJEMA

Vi diskretiserer (6.1.1) ved bruk av foroverdifferanser i ¢ og sentraldifferanser
i x, dvs. vi bruker FTCS-skjemaet:

ou Wit —up ou I T Rl
ot At " Ox 2Ax
Innsatt i (6.1.1) far vi fplgende skjema:
C
u?“ =uj — §(u?+1 —uj_q) (6.2.1)
Vi har her innfgrt Courant-tallet definert ved:
At
C=ayp— 6.2.2
a0 5 (622)

Courant-tallet kan oppfattes som en dimensjonslgs tid og kan veere bade po-
sitivt eller negativt avhengig av fortegnet for ag . Historisk ble Courant-tallet
innfgrt for kompressible fenomen. Betegnelsen konveksjonstaller derfor bedre
nar vi ser pa inkompressible tilfeller. Vi vil likevel bruke betegnelsen ” Courant-
tall”i begge tilfeller. Ngyaktigheten av (6.2.1) er O(At)+O[(Ax)?] . Uttrykket
”1. ordens”i overskriften henviser til 1. orden i tiden ¢. Som det fremgar av
fig. 6.1, er (6.2.1) et eksplisitt skjema.

n+l

j-1 J J*1
Figur 6.1

La oss bruke (6.2.1) til a lgse folgende initialverdiproblem:

u(z,0) =1 for < 0.5
u(z,0) =0 for z > 0.5

som vist i fig.6.2
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A

1.0

0.0 0.5 1.0 x
Figur 6.2

Vi utfgrer beregningen for tre verdier av Courant-tallet: C' = 0.25 , 0.5 og 1.0.
Resultatet av beregningene er vist i fig. 6.3

c=10
s
il (\
A

L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

wll

L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figur 6.3

Stiplet linje angir korrekt profil. Vi ser at vi far store oscillasjoner for alle tre
tilfellene selv om de dempes noe for minkende C-verdi. Fig. 6.3 indikerer at
skjemaet er ustabilt. PK-kriteriet kan ikke oppfylles for noen positiv verdi av
C. La oss derfor utfgre en von Neumann analyse. Da forplantningen skal skje
med uforandret profil, bruker vi den strenge betingelsen |G| <1 .

Innsatt i (6.2.1) fra (5.3.9) i kap. 5:
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Gn—l—leiﬂ-xj — Gnei-ﬁ-xj . % <Gneiﬂxj+1 . Gneiﬂ:pj_1>
som dividert med G™e"?%i gir:

C /. .
_1_ Y (iph _ —ipr) _q _ .. .
G=1 5 <e e ) 1—1i-Csin(9)

hvor vi har brukt (5.3.14) i kap. 5 og med 6 = 3 - h .

Vi far da:
|G| = 1/1+4 C?sin?() > 1 for alle C og &
Derav fglger at skjemaet er ubetinget ustabilt. Selv en liten C-verdi er ikke nok

til & dempe oscillasjonene. FTCS-skjemaet er ikke brukbart for adveksjons-
ligningen.
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6.3 OPPSTROMSDIFFERANSER

Oppstrgmsdifferanser (upstream differences) kalles ogsa motvind-differanser
(upwind differences). Numerisk mener vi bakoverdifferanser i forhold til
stromretningen. Medstrgms (downstream) eller medvind (downwind) blir da
foroverdifferanser i forhold til strgmretningen. Oppstrgmsdifferanser anvendes
utelukkende pa de konvektive leddene, dvs.: de leddene som utfgrer transpor-
ten; aldri pa diffusjonsleddene. Fig. 6.4 viser betydningen av begrepet anvendt
pa adveksjonsligningen. Et slikt skjema kalles et enveis-skjema.

dg
H
ntl L° )

i J
Figur 6.4

Oppstrgmsdifferanse for det konvektive leddet:

Ou _ uj —uj,

(6.3.1) innsatt i (6.1.1) med foroverdifferanser for % og med C = “&it

Wt = — O =) = (1= O + C - uffy (6:3.2)

(6.3.2) har ngyaktighet OAt) + O(Ax)

Bruk av (6.3.2) pa initialverdiproblemet i fig.6.1 er vist i fig. 6.5. Setter vi
C =1inni (6.3.2), far vi u;“rl = uj_; som er den eksakte lgsningen av
% —HLO% = 0. ( Se avsnitt 4.2) For C' < 1 blir bglgefronten smurt” utover, noe
som indikerer at skjemaet inneholder numerisk viskositet for disse verdiene av
C. ( Vi kommer tilbake til begrepet numerisk viskositetsenere.) Beregningen i
fig.6.5 indikerer at skjemaet ihvertfall er stabilt for C' < 1 . PK- kriteriet viser
at skjemaet er stabilt for C' < 1. La oss bruke von Neumann kriteriet for a se
om stabilitetsintervallet strekker seg til hgyere verdier av C. Innsatt i (6.3.2)

fra (5.3.9) i kap. 5:

Gn+1ei.,3.xj _ (1 o C) X Gnei-ﬂ.xj + C . Gneiﬂ.zjfl
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som dividert med G™e"?%i gir:

G = (1-C)4C-e7"Ph = 1-C+C-(cos(8)—i-sin(6)) = 14+C-(cos(6)—1)—i-C-sin())

|G| = \/[1 + C cos(d — 1)]2 + C2sin?(6) = /1 —2C(1 — cos(4)) - (1 — O)
(6.3.3)
Stabilitetskriteriet |G| < 1 gir folgende betingelse for C:

1-2C-(1—-cos(9)-1-C)<1=C-(1—cos(d))-(1-C)>0

eller C - sin? (g) (1-C)>0
Stabilitetsintervall:

0<C<1 (6.3.4)

(6.3.4) gjelder ogsa nar vi setter C' = |ag| - At/Ax . Alle stabile, eksplisitte 2-
niva skjema for lgsning av adveksjonsligningen har begrensninger pa Courant-
tallet.

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ress R to re
or  to qui

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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6.4 DEN MODIFISERTE LIGNINGEN

I avsnitt 5.5 Taylor-utviklet vi noen differanseskjema for a finne trunkerings-
feilen samt a undersgke konsistensen av skjemaene. Vi skal na vise at vi kan
bruke slike rekkeutviklinger til ogsa a si noe om stabiliteten. I hovedsak vil vi
konsentrere oss om adveksjonsligningen.

Ser fgrst pa FTCS-skjemaet i avsnitt 6.2:

n+1 n n n
. — U u' —u
J J j+1 j—1
=0 6.4.1
T (6:4.1)

Innsatt i (6.4.1) fra rekkeutviklingene i (5.5.2), kap. 5:

u

n
1 a
z [u—i—kut%—kg—zutt—k---] —uy —}—i {u—i—hux—i-h;um—{—%gumx%—---}
J
n
a
_— {U_hux_‘_hi;uxx_%uwxz"i‘} =0
2h A
J
Ordnet:

ou % ko*u  aph?® 0u

o YT 202 6 o8
Vi bruker na differensialligningen %1; + aog—g = 0 til & transformere leddet

_kd%u
2 Ot?

(6.4.2)

til & uttrykke derivasjon m.h.p. x

Differensialligningen gir:
ou ou

22— _gp= 4.
ot~ Mox (6.43)
Deriverer (6.4.3) m.h.p. t:
0%u 0?u
.
ot *9tox
Deretter deriveres (6.4.3) m.h.p. x:
0%u 0u . 0u 5 0%u
= -0 =~ =037
dtdx 0 9a Cotor 0 0a?
slik at vi totalt far: o2 o2
u  50%u

(6.4.4) innsatt i (6.4.2):

ou @__@@_ath(??’u

T Yoy 5 922 6 025

som ved innfgring av Courant-tallet C' = aLhk gir:

n

J
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ou @ L Cha% u  agh® Ou

— = —— ——t - 6.4.5

Ot + a0 Oz 2 0Oz 6 Oz3 + ( )
(6.4.5) wviser tydelig hvorfor skjemaet i (6.4.1) er ustabilt. I
stromningsmekanikken kalles ofte koeffisienten vy = —% kalles den nume-

riske viskositeten analogt med den virkelige viskositeten i ligningen % = l/%

. Nar vi bruker skjemaet i (6.4.1), gir dette den samme effekten som a lgse
diffusjonsligningen % = V% med negativ viskositet Helt sikkert ustabilt.
(6.4.5) forklarer ogsa hvorfor oscillasjonene i fig. 6.3 avtar med minkende C.
Ligning (6.4.5) kalles den modifiserte ligningen for det gitte skjemaet og den

tilhgrende differensial-ligningen.

Forsgker na samme prosedyre pa oppstromskjemaet i avsnitt 6.3. Skjemaet
skrevet pa basisform:

=0 (6.4.6)
Innsatt fra rekkeutviklingene i(5.5.2) og ordnet:

ou ou ko*u  agh 0%u
e 2eE T 2o T (6.4.7)

Da differensialligningen er den samme, far vi fra (6.4.4):

% = a%% som innsatt i (6.4.6) sammen med gir C' = %k
ou ou  aph 0%u
g =1 - 0) s 6.4.8
gt T = 2 U Dgm T (6.48)
Koeffisienten vy = %(1 — C) gir na den numeriske viskositeten.

For ¢ > 1 blir dette leddet negativt, og differanseligningen er ustabil.
Ngdvendig betingelse for stabilitet blir derfor C < 1 som er i overenstem-
melse med tidligere resultater. Legg merke til at i dette tilfellet vil gke med
minkende C. Dette betyr at en bratt front blir smurt”utover nar C blir liten,
noe som tydelig framgar av fig. 6.5.

Bemerkninger

Ved utledningen av bade lign. (6.4.5) og (6.4.8) har vi brukt differensiallig-
ningen til & finne relasjonen % = a%%. Problemet er at differanseligningen
generelt ikke tilfredstiller differensialligningen. Det betyr at vi istedenfor &
derivere differensialligningen, ma derivere henholdsvis lign.(6.4.2) og (6.4.7) .
Denne framgangsmaten, som er adskillig mer arbeidskrevende, ma benyttes i
det generelle tilfellet. For adveksjonsligningen blir det forste leddet som skal
omformes, korrekt nar vi bruker differensialligningen. Dette stemmer ogsa for
mer kompliserte transportligninger uten diffusjonsledd. Symbolske program
som Maple kommer her til sin rett. Nedenfor er det vist et Maple-program

som gir lign. (6.4.5) med korreksjon.
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> restart:
> EQ:= (u(x,t+k)-u(x,t))/k + ax(u(x+h,t)-u(x-h,t))/(2%h):
> EQT:= mtaylor(EQ, [h,k]):
> MDE:=EQT:
> ELIM:=proc(i::integer,j::integer)
local DE,uxt,UXT:
global EQT,MDE:
DE:=convert (diff (EQT,x$i,t$j-1,D):
uxt:=convert (diff (u(x,t) ,x$i,t$j),D):
UXT:=solve(DE = O,uxt):
subs (uxt = UXT,MDE):
end:
MDE:=ELIM(0,2) :
MDE:=ELIM(1,1):
MDE:=ELIM(0,3) :
MDE:=ELIM(1,2):
MDE:=ELIM(2,1):
# Substitute the Courant number C = a*k/h
MDE: =expand (subs (k=C*h/a,MDE) ) :
u2x:=convert (diff (u(x,t),x$2),D):
u3x:=convert (diff (u(x,t),x$3),D):
collect (MDE, [u2x,u3x]):
RHSMDE:=-coeff (MDE,u2x) *convert (u2x,diff)
-coeff (MDE,u3x) *convert (u3x,diff);

VV V VYV VVVYVVYV

RHSMDE:= — 1Cha (%u(w,t)) — (gah? + £C?h%a) (%u(az,t))

Legg merke til at vi her har fatt med leddet %C2h2a som mangler i (6.4.5).
Teknikken med den modifiserte ligningen kan ogsa brukes pa ikke-linesere diffe-
rensialligninger. Det kan vises at metoden har forbindelse med von Neumanns
metode. Bade i Hirsch [3] og Anderson [1] finnes den modifiserte ligningen for
de mest brukte differanseskjemaene.
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6.5 LAX-WENDROFFS EKSPLISITTE
METODE

Oppstrgmskjemaet i avsnitt 6.3 er av 1. orden i bade z og t. Vi trenger derfor
er mer ngyaktig skjema som samtidig er et to-veis-skjema.

adveksjonsligningen:
ou N ou 0
g =
at "V ox
Taylor-utvikling:
oul”  (At) 0%ul”
+1 _ . n U U
USRS TS o |
J J
Fra differensialligningen og (6.4.4):
n n
ou ou
el IR e
at | er
j j
(6.5.1)
n n
0%u , O%u
o2| ~ 02
J J
(6.5.1) innsatt i Taylor-rekka ovenfor:
oul" (apAt)? 9%u !
+1 _ 0
J j
oul” o2l
Erstatter - og e (6.5.2) med sentraldifferanser:
ox| 0x?|
j i
Ou| Uiy — Uiy
ox| (2Ax)
j
o2ul” uily g —2ul +uj_y
oz2| (Az)2
j
som innsatt i (6.5.2) gir fglgende differanseligning;:
C C?
T = = o (ulfy i) o (w20 ) (6.5.3)
Vi har her innfgrt Courant-tallet
At
C=ap— 6.5.4
WAz ( )

Den lokale trunkeringsfeilen T7" er gitt ved:

_ 5 O3u 2 0ul" 2 2
T =& (A0 55 +ao(Ax)’ o j = O[(At)%, (Ax)7]
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Differanseligningen i (6.5.3) kan ogsa skrives:

C C
U?H = 5( + Oy + (1 - CQ)U? - 5( — C)ujyy (6.5.5)
Skjemaet er illustrert i fig. 6.6.
ntl

Uj
n+l1
n

J-1 J Jt1
Figur 6.6

La oss undersgke stabiliteten av (6.5.3) og forsgker forst PK-kriteriet. Sum-
merer koeffisientene foran leddene:
c ©? C (/;2 B

S r—q1-02- 2
2+2+ 1+2

Men betingelsen om positive koeffisienter kan ikke oppfylles for koeffisientene
foran u} og u},-leddet samtidig. Forspker derfor en von Neumann-analyse.
Innsatt fra (5.3.9) fra kapittel 5 i (6.5.3):

1

Gn+1ei~,8~ocj — Gneiﬂ-zj _ g (Gnei’ﬁ'l‘j*l _ Gnei-,Ba:j,l)
2

2
+% (Gnei-ﬁ-ijrl _ 2Gnei-ﬁ-xj + Gnei'ﬁ'zjfl)

Dividerer med G"e*#% og far:

G=1-5 (e" —e™) + %2 (e + e —2)
(6.5.6)
=1-2C? sinz(g) —2-4- Csin(%) cos(g)

hvor vi har satt § = - h og samtidig har brukt de trigonometriske relasjonene
i (5.3.13) fra kapittel 5.

Fra (6.5.6) far vi:

IG]> =1 —-4C?%*(1 — C?)sin’ (g)
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Kriteriet |G| < 1 krever 4C%(1 — C?) > 0 som gir fglgende betingelse for
stabilitet:

0<C<1 (6.5.7)

ntl
j
vi setter C' = |ag| KL .

C=1giru = uj_, som er den eksakte lgsningen. (6.5.7) gjelder ogsa nar

Dette er den samme betingelsen som vi fant i avsnitt 6.3 for oppstrgm-
skjemaet. En slik begrensning pa Courant-tallet kalles ofte CFL-betingelsen
etter Courant, Friedrichs og Lewy som presenterte denne betingelsen allerede
i 1928. Betegnelsen ”Courant-talleter av nyere dato.

Fig.6.8 nedenfor viser testeksemplet fra fig. 6.2 med bruk av Lax-Wendroffs
metode. Merk oscillasjonene rundt diskontinuiteten.

C=1.00
1.5 T T T T T T T T T
1 -
Y o5t .
0_
-05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
Figur 6.7
C=0.25
15 T T T T T T T T T
i |
Y o5t .
0_

05 | | | | | | | | |
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Figur 6.8

La oss ta med den modifiserte ligningen for Lax-Wendroffs metode. Vi kan
bruke det samme Mapleprogrammet som vi har brukt i avsnitt 6.4, men med
ngdvendige forandringer.

restart:

EQl:= (u(x,t+k)-u(x,t))/k + a*x(u(x+h,t)-u(x-h,t))/(2%h):
EQ2:= (u(x+h,t)-2*u(x,t) + u(x-h,t))/(h*h):

EQT:= mtaylor(EQ1, [h,k])-expand(a*a*k*mtaylor (EQ2, [h,k])/2):
MDE:=EQT:

V V V V VvV

> ELIM:=proc(i::integer,j::integer)
local DE,uxt,UXT:
global EQT,MDE:
DE:=convert (diff (EQT,x$i,t$j-1,D):
uxt:=convert (diff (u(x,t),x$i,t$j),D):
UXT:=solve(DE = O,uxt):
subs (uxt = UXT,MDE):

end:

MDE:=ELIM(0,2):
MDE:=ELIM(1,1):
MDE:=ELIM(0,3):
MDE:=ELIM(1,2):
MDE:=ELIM(2,1):

V V.V V VvV

# Substitute the Courant number C = axk/h

MDE:=expand (subs (k=C*h/a,MDE) ) :

u2x:=convert (diff (u(x,t),x$2),D):

u3x:=convert (diff (u(x,t),x$3),D):

collect (MDE, [u2x,u3x]):

RHSMDE: =-coeff (MDE,u2x) *convert (u2x,diff)
-coeff (MDE,u3x) *convert (u3x,diff);

V V.V V VYV

RHSMDE := — (+ah® — :C*h?a) <§—;u(az,t))

Vi ser at dette er en 2. ordens metode bade i ¢ og x i motsetning til
oppstremskjemaet som er av 1. orden i begge koordinatene. Numerisk lgser vi
na ligningen

u

Zi;g +_...

ou ou h? 2
E +a087$ = —aog(l - C )

istedenfor den gitte ligningen %Z + ao% = 0. (6.5.8) ligner sveert pa lign.
(4.6.9) i avsnitt 4.6. Der viste vi at KdV-ligningen er dispersiv, slik at (6.5.8)
ogsa er dispersiv for C' # 1 . Dette skal vi se naeremere pa i neste avsnitt.

(6.5.8)
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6.6 DIFFUSJON- OG DISPERSJONSFEIL

Vi har sett at den numeriske forsterkningsfaktoren G kan veere bade reell og
imaginaer. Generelt kan den derfor skrives:

G=G,+i-G=|G| - e (6.6.1)

der|G| = \/G? + G? er amplituden og ¢ = arctan <_GGZ> er fasen. (6.6.2)

T
I avsnitt 5.3.1 definerte vi diffusjonsfeilen ep (dissipasjonsfeilen) ved

1]
Gal

Her er |G,| amplituden for den analytiske forsterkningsfaktoren. Ingen feil

(6.6.3)

narep =1 .

Feil i fasen ¢ kalles dispersjonsfeil. For problemer med konveksjon, definerer
vi dispersjonsfeilen €4 ved:

Ep = % (6.6.4)

der ¢, er fasen for den analytiske forsterkningsfaktoren. Igjen ingen feil nar
gp=1.

(For parabolske problem der ¢, = 0, brukes vanligvis ¢4 = ¢ .)

Adveksjonsligningen

e aO% =0
I avsnitt 4.6 brukte vi
u(x,t) = ¢ Pr=wt) som gav w = apfB , B er et bolgetall. (6.6.5a)
Med notasjonen ovenfor far vi
u(z,t) = Br=wt) — g=ida 4 — Wt — Bz (6.6.5b)

Fra lign. (5.3.6) i avsnitt 5.3:

U(.Tj, tn+1) ei(ﬁxj—wtn+l)
U(ZE]W tn) N ei(ﬂflijfwtn)

G = — expli(Be;—wtn41) —i(Brj—wt)] = exp(—iw-At)
hvor vi har satt inn fra (6.6.5b). Dermed blir |G,| =1 —ep = |G| .

Derav: At
an:w-At:aOB'At:aoA—xﬁ-szc-é (6.6.6)
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C er Courant-tallet og 6 = - Az som vanlig.

Fra (6.6.6) far vi ogsa:

_ a
ap = 5. Al (6.6.7)
Analogt med (6.6.7) kan vi definere en numerisk forplantningshastighet aym:
_ ¢
Dispersjonsfeilen i (6.6.4) kan da skrives:
gy = —num (6.6.9)

ao

Nar dispersjonsfeilen er stgrre enn 1, betyr dette at den numeriske hastigheten
er stgrre enn den fysiske. Den numerisk beregnede lgsningen vil da synes a
bevege seg hurtigere enn den eksakte. For 4 < 1 vil derimot den numerisk
beregnede lgsningen synes a bevege seg langsommere enn den eksakte.

La oss se neermere pa oppstromskjemaet samt Lax-Wendroff metode

OPPSTROMSKJEMAET
Fra lign. (6.3.3), avsnitt 6.3:

G = 1+C(cos(d)—1)—i-C'sin(d) = G,+i-G; som innsatt i (6.6.2) og (6.6.4) gir:

ep=|G| = /[1+C-(cos(6) —1)]2+ [Csin(0)]?
(6.6.10a)
= /1400 - C)sin?())
9 1 C'sin(9)
€ = raler; arctan [1 ~ O = cos(0)) (6.6.10b)

Figur 6.9 og 6.10 pa neste side viser (6.6.10) som funksjon av ¢ for tre for-
skjellige verdier av Courant-tallet C. Vi ser at ep minker sterkt med gkende
frekvens, noe som betyr at den numeriske amplituden blir mye mindre enn
den eksakte nar vi bruker mange tidskritt. Dette gjelder selv for C = 0.8 .
Husk her at amplitudeforholdet ette n tidskritt blir |G|7 . (Se ogsa fig. 6.5).
Skjemaet egner seg derfor darlig for generelt bruk selv om det er stabilt.

For C' = 0.5 har vi ingen dispersjonsfeil. For C' < 0.5 blir 4 < 1 som betyr at
den numeriske hastigheten er mindre enn den fysiske hastigheten ay .

For C' > 0.5 blir £4 > 1 som betyr at den numeriske hastigheten er stgrst.
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Diffusjonsfeil & for oppstremskjema

1 T
\\
0.9
0.8
C=08
0.7
0.6
c=0l5 c= o.2r\

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
8 (grader)
Figur 6.9
Dispersjonsfeil g for oppstremskjema
1.4
1.2
C= O.E/
//
1 I B
—~— |
T C=04
0.8
c= O'ZN
0.6
0.4
0.2
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
S (grader)
Figur 6.10

LAX-WENDROFF SKJEMAET
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Fra lign. (6.5.5), avsnitt 6.5:

G = 1+C?* (cos(8)—1)—i-C'sin(8) = G,+i-G; som innsatt i (6.6.2) og (6.6.4) gir:

ep=|G| = /[1+C2% (cos(§) —1)]2 + (Csin(9))?
(6.6.11a)
= \/1 —402(1 - 0?)sin* (3)
_ 9 1 Csin(0)
€p = o~ Co arctan [1 T+ C%(cos(0) — 1) (6.6.11b)

Figur 6.11-6.13 viser (6.6.11) som funksjon av ¢ for forskjellige verdier av
Courant-tallet C. Omradet hvor ep er neer 1 er stgrre pa fig. 6.11 enn for
oppstrgmskjemaet, fig. 6.9. Dette viser forskjellen pa en fgrste ordens metode
og en 2. ordens metode. Fig. 6.12 viser ¢4 er stort sett er mindre enn 1, slik
at den numeriske hastigheten er lavere enn den fysiske. Det er dette som er
arsaken til oscillasjonene pa fig. 6.8 . Von Neumann-kriteriet garanterer at
|G| <1, men utfgrer ingen test pa fasehastigheten, slik at feil i fasehastighe-
ten i dette tilfellet gir en amplitude som er stgrre enn 1. Husk at PK-kriteriet
sikrer at det ikke oppstar voksende oscillasjoner. Derfor blir ikke PK-kriteriet
oppfylt for Lax-Wendroffs metode anvendt pa adveksjonsligningen. Vi kan da
forlange at vare skjema skal tilfredstille PK-kriteriet for & hindre oscillasjo-
ner. Slik skjema kalles monotone skjema. Desverre er slike skjema anvendt pa
konvektive ligninger bare av forste orden.

Diffusjonsfeil &, for Lax-Wendroff skjema

Q\
\ I
—|
0.9 ]
C=0.2
0.8
0.7
c=0. C=05
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
8 (grader)

Figur 6.11
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Dispersjonsfeil £ for Lax-Wendroff skjema

e
\ e
08 C=0.8

0.6
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0.2

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
8 (grader)

Figur 6.12

Amplitude |G| som funksjon av C og &
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Figur 6.13
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6.7 WENDROFFS IMPLISITTE SKJEMA

Dette er generelt et implisitt boks-skjema der vi bruker Crank-Nicolson ap-

roksimasjonen bade for 2% og 2% i adveksjonsligningen.
p ] ot 98 oz ] gning

Ax
o | e nt+l
|
‘A
At | —— — — IS n+1/2
|
|
° | n
j-1 j-1/2 ]
Figur 6.14

Skriver %—? og g—“ for pkt. A:

T

RN A
ot s T2 N At
i
» (6.7.1a)
n+
L R W e A Bk
or| 12 2 Ax Ax
i
12 1
a5 =1 <u;+1 ol ult 4 u;.tl) (6.7.1b)

(6.7.1) innsatt i adveksjonsligningen % + GO% =0 gir:

1=C)-uf +(1+C) - =(1+C)-uf +(1-C)-u}  (6.7.2)

hvor vi som vanlig har satt inn Courant-tallet C = aO% .

Ved a sette C = 1, far vi u?“ = “}1—1 som er den eksakte lgsningen av

adveksjonsligningen.

La oss forsgke en von Neumann-analyse av (6.7.2) med a9 > 0 . Vi far ved a
sette inn pa vanlig mate:

G [(1-0)e+(1+0))=1+C)e®+(1-C)—

K +e 1-C
= K= =0-
G =l 1+Cog5 8- Ax
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Derav:
G- K +cos(0) —isin(d) K 4+ cos(d) — isin(0)
~ 1+ K [cos(8) —isin(8)] 1+ K cos(§) — iK sin(d)
Videre:
G2 K? + 2K cos(8) + cos?(8) +sin®(6)  K?+2Kcos(6) +1

1

T 142K cos(d) + K2 cos2(6) + K2sin?(6) K2 +2Kcos(6) +1

Skjemaet er stabilt uavhengig av C, dvs. ubetinget stabilt. Da |G| = 1 for alle
verdier av § , er det ogsa ngytralt stabilt. Generelt er dette et implisitt skjema
slik at det ma gis randverdier for to x-verdier samt startverdier for f.eks. ¢t =0
. Det kan ogsa brukes som et eksplisitt skjema til a lgse initialverdiproblem.
Dersom det f.eks. er gitt randverdier for x = 0 , vil u?fll vaere kjent (se fig.
6.14), slik at skjemaet da kan skrives:

n 1 n n n
ujth = (1+C) [(1 +O) Ul +(1-0)-uf = (1-C)-ujt] (6.7.3)

La oss forsgke PK-kriteriet:

Gl O +-0-a-c)=1

Vi ser at summen er lik 1. Betingelsen 1—C' > 1 krever C' < 1, mens —(1-C) >
0 krever C' > 1. Det er bare C' = 1 som oppfyller PK-kriteriet. Skjemaet er da
ikke-monotont for C' # 1 nar vi bruker det som et eksplisitt skjema, slik at vi
kan vente oscillasjoner naer sjokk som med Lax-Wendroff-skjemaet.

La oss finne trunkeringsfeilen for (6.7.2) ved a finne den modifiserte ligningen.
Vi kan bruke det samme Maple-programmet som vi brukte i avsnitt 6.5, nar
vi erstatter utrykkene for EQ1, EQ2 og EQT med:

EQl:=(u(x,t+k) - u(x,t)+ u(x-h,t+k) - u(x-h,t))/(2*k):
EQ2:=(u(x,t+k)- u(x-h,t+k) + u(x,t)- u(x-h,t))/(2*h):
EQT:=mtaylor(EQ1, [h,k]) + expand(a*mtaylor(EQ2, [h,k])):

Vi far:

o 1 oo 1 O\ [
RHSMDE := <12C’ h=a 12ah > <ax3u(:c,t)
Dette betyr at vi lgser
ou, ou_ I
ot Cor V12
som er nesten identisk med Lax-Wendroff-skjemaet.
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Eksempel 6.1 Oppstart av varmeveksler

w

'y

Y

||_| |
wi«él |A( 2y

. O

Figur 6.15

I kapittel 3 regnet vi pa et eksempel med stasjonser varmeledning i en
varmeveksler. Figuren 6.15 viser varmeveksleren i motstrgm fra fig.3.7 i
kapittel 3. wy er hastigheten for veeska i det ytre rgret mens w; er hastigheten
for vaeska i det indre rgret. w; og w, er konstante stgrrelser.

Fra lign. K.0.2 i appendiks K:

o, T, P
87: + wyT; T T pyAycy (Ty - T’z)
i (1)
oT; , 9Ty _ _ _hP .
o twigk = —ooae Ly — 1)

Her er T, og T; temperaturen i henholdsvis ytre og indre rgr, 7 er fysisk tid,
h varmeovergangstallet mellom indre og ytre rgr, P er periferien av det indre
rgret, p er tetthet, A er areal av rgrtverrsnitt og ¢ egenvarmen. Henviser til
appendiks K for detaljer.

Innfgrer dimensjonslgse temperaturer u og v:

T, — 30
T, -30
70

Dette betyr at for u = 0 blir T}, = 30° og for u = 1 blir T}, = 100° . Samt for
v = 0 blir 7; = 30° og for v =1 blir 7; = 100° .

(2)

,0<v<logT,=T70-v+30, 30<7T, <100

o — hPL B hPL
Y pyAywycy  Tycy
Fra appendiks K
hPL [ w; hPL [ w;
o =—— | — | = = — (3)
piAiwic; \ wy mc; \ Wy

der
m; = piAiw; og Ty = pyAywy
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Ved & innfgre 2 og 31 1, far vi tilslutt:

oy = —ay(u—1)
ot " or vV

4
Ov _ widv _ (1 — v) W
ot wy&v_azu Y

der x er en dimensjonslgs koordinat 0 < z <1 og ¢ er dimensjonslgs tid.
Ved a diskretisere 4 med Wendroffs skjema, far vi fra lign. (K.1.14) i appendiks

K der b = %
Y
Ytre ror:

2 (1 1 i [2 (L, 1 -
& Gemms) et 5 (e ws) )

N N D I T T W
- ay \At Az Uj-1 ay \At Az Y
+vi_y + o7

Indre ror:

T I (R DT
a; \ Az At Y

Ser spesielt pa tilfellet At = Az og w; = wy — b = 1 som er tilfelle 1 i
appendiks K:

Ytre ror:
4
41 +1 +1 +1
u?_l " (OzyAx * 1) u;l - U;Z - U?H
. (6)
R n n n n
N <OzyA:L' - 1> S e e e S
Indre ror:
4
n+1 n+1 n+1 n+1
(O (aiAac +1) A T
(6b)
=—u;_; —uj +up+ <_aiAx - 1) Vg
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Skriver ut 6 for j = 1:

(7b)

4
=— (ud +ud™) —u} + ol + <1_oz-Ax> - vl
(2

Vi har her brukt fglgende indeksering:

For wu:
uj , 7=0,1,...,N , ug er spesifisert

For v:
vj 1=12 . . . N+1, vy;1 =0

Dette betyr at indeksene i lign. 5 for v-leddene skal gkes med 1 slik at
Vj—1 = Vj 0 Vj —> Vj41 -

Vi har totalt N + 1 punkt og N ukjente med Az = 1/N slik at
uj=Az-j,j=1,..,.Nogv=Az-j,j=1,..,N.

Ligningsystemet lgses med Douglas-algoritmen der vi har skrevet en spesial-
versjon bitris2. (Listing i appendiks K)

I Rosenberg [26], kapittel 3, avsnitt 7, finnes et program skrevet i Fortran 66
for dette problemet.

Start- og randbetingelser. Nar vi starter, t = 0 , har vannet i det indre
rgret en temperatur pa 30°C som fra lign. 2 gir v = 0 for alle z-verdier. For
det ytre rgret tenker vi oss at vi har konstant temperatur i hele rgret nar vi
starter, unntatt for x = 0 . Dette betyr at w = 0 i hele intervallet 0 < z <1 .
(Se lign.2). Setter u = ug for x = 0 . Vi kan na tenke oss flere muligheter til a
spesifisere ug . Dersom vi setter ug = 1, betyr dette av vi setter T}, = 100° for
x = 0 . Starter med uy = 0 og gker trinnvis til up = 1 (Fra 30°C til 100°C')
La n sta for et vilkarlig trinn slik at ug = 0 for n = 0 og ug = 1 for n = ny ,
der ng er antall tidskritt fram til ug =1 .

Linezer relasjon:

uoz2 , n=0,1,...,n (8)

2. gradspolynom:
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Pa grunn av at vi varierer ug , er vi mest interessert i temperaturforlgpet i
det ytre rgret. Figur 6.16 viser T, som funksjon av den dimensjonslgse tiden
t der vi starter med ug =1, dvs. T, = 100°C' .

Vi ser at vi far overskyt som angir dispersjonsfeil av samme type som i fig. 6.8
ved bruk av Lax-Wendroff-skjemaet. Vi kan fa bort en del av denne toppen
ved & gke temperaturen trinnvis istedenfor & hoppe direkte til 100° . Dette
er vist i fig. 6.17 hvor vi har tatt 5 trinn med bruk av 8. Fig. 6.18 er en

tre-dimensjonal versjon av fig. 6.17.
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6.8 GEOMETRISK UTLEDNING AV
CFL-BETINGELSEN

Anta at en 1. ordens PDL er diskretisert med en eksplisitt, 2-niva-metode slik
at differanseligningen kan skrives:

ntl

;

=ay1-uj_y+az-uj +az-uj, (6.8.1)

karakteristikk p

\

Ly,
AN
L
D] D2
Xj-n X; Xj+n
Figur 6.19

Med initialdata gitt for ¢ = 0, har vi brukt (6.8.1) til & regne oss fram til
nivaet t, , se fig. 6.19. Tegner opp de to gverste nivaene t,_1 og t, og dgper

om indeksene til n og n + 1 slik at de stemmer overens med lign. (6.8.1), se
fig. 6.20.

J-1 J J+1
n+l
// P
///
/ At
/
/
/o
/]
/ ] Ax
n )
E A F B C
Figur 6.20

La data veere gitt pa intervallet D1 — Do , se fig. 6.19. Dersom vi endrer pa
data i dette intervallet, vil verdien i P endres. ( Pa fig. 6.20 endres verdiene i
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A, B og C ogsa.) La karakteristikken gjennom P skjeere n-nivaet i E.

Da PE er en karakteristikk ( karakteristisk kurve ), skal en forandring av
verdien i F ogsa gi en forandring av verdien i P. Men siden F ligger utenfor
AC, vil ikke det numeriske skjemaet registrere en forandring av verdien i E.
Derav folger: F ma ligge pa AC med grensetilfelle A. Dersom vi approksimerer
PF med en rett linje, ma helningen av PF vere stgrre eller lik helningen av
PA.

Eksempel 6.2

Ligningen

0 0 d
a—qz + aoa—z = 0 har karakteristikk d—j =ap, ag > 0.

CFL-betingelsen blir her:
At dt 1 apAt
< —

Ao —als  wy | Bw

<1->C<1
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6.9 BOLGELIGNINGEN

Denne er gitt ved:

0u 5 Ou
ﬁ = aoﬁ (691&)
Eksempel pa randbetingelser og initialbetingelser:
Randbetingelser:
uw(0,t) =0, u(L,t) =0 (6.9.1b)
Initialbetingelser:
ou
u(z,0) = f(z), a(m,O) = g(x) (6.9.1¢)

Vi har brukt (6.9.1) i avsnitt 4.4 som prototypen pa en 2. ordens hyperbolsk
differensialligning. Karakteristikkene er gitt ved z = £ag - ¢ .

Med substitusjonen £ =z +ag-t, n=x —ag-t , kan (6.9.1) skrives:

0%u

anoE ~ °

med lgsning:
u(z,t) = F(xz — aot) + G(x + apt)

up(x,t) = F(x — apt) , ap > 0 har vi behandlet som adveksjonsligningen.
ug(z,t) = G(x+apt) , ag > 0 er en tilsvarende bolge som beveger seg i negativ
z-retning. Med bruk av rand-og initialbetingelsene i (6.9.1b) og (6.9.1c), blir
lgsningen:

1 1 1 [oteot
u(z,t) = = f(x — aot) + = f(x + apt) + — / g(z)dz (6.9.2)
2 2 2a0 Jp—agt
Eksempel 6.3 Svingende streng
Setter f(x) = sin("*) og g(x) = 01 (6.9.2) som gir fplgende lgsning:

lrp. (m . (T
u(z,t) = 5 [sm (Z(az - amﬁ)) + sin (Z(:c + aot))}
(6.9.3a)
_ Tagt o T
on(32) ()
Spesialtilfellet
L=m, ogap=1gir u(z,t) = cos(t) - sin(z) (6.9.3b)

Vi gnsker a lgse (6.9.1) numerisk med bruk av en eksplisitt metode. Bruker
sentraldifferanser for begge leddene:

n n

o ugyy — 2uf ug @
(Azx)? T Ot?

w© n+l o n n—1
U 2uj +uj

9%u ]
(At)2

dx?

J J
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som innsatt i (6.9.1) gir:

uf ™ = C2(uf_y +ufyy) +2(1 = CPuf — ™ B4

A
der C = ao—t er Courant-tallet.

Az
t
A
n+l
n
n-1
> X
J-1 J J+l
Figur 6.21

Vi bruker de samme punktene som i Richardson-skjemaet, se fig.5.5(d) i ka-
pittel 5, men i motsetning til det skjemaet, er dette stabilt for C? <1 .

t

A
n=1
n=0
n=-1

> X
J-1 J J+l
Figur 6.22

For diffusjonsligningen matte vi bruke et separat skjema for a starte bereg-
ningen med bruk av Richardson-skjemaet og DuFort-Frankel-skjemaet.
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Dette er ikke ngdvendig her fordi vi ogsa har en initialbetingelse %(m,O) .

Skriver ut (6.9.4) for n =0 , se fig. 6.22:

2¢,0 0 2y,,0 -1

Fra (6.9.1c): %(x, 0) = g(x) som med sentraldifferanser for ¢ blir:

1 -1
u; — U,
-1 1
2'7; = g(z;) — u; = Uj —2At - g;

som innsatt ovenfor gir:

C2
uj = 7(ug?_1 +uly) + (1= C*ud + At - g;

Dersom vi ogsa bruker initialbetingelsen u(x,0) = f(z) fra (6.9.1c):

2

C
uj = — (fimr+ fiv) + (1= C?)fj + At - g; (6.9.5)

(6.9.5) gir u-verdiene for det forste tidsnivaet.
For C? = 1 blir (6.9.4):

n+1l __

uy_y +uig — U;'l*l (6.9.6)
som kalles Leap-frogskjemaet da w7 mangler som i DuFort-Frankel-skjemaet.
Leap-frog skjemaet lgser bglgeligningen eksakt nar vi ser bort fra avrundings-
feil. Fordi bglgeligningen inneholder a% og ikke +ag og —ag separat, inngar
Courant-tallet som C? i differanse-skjemaet.

Dersom vi gnsker & trigge en instabilitet, er det selvfglgelig lurest & bruke et
diskontinuerlig startprofil som vist i fig. 6.3, avsnitt 6.2. Men la oss forsgke
det glatte profilet f(z) = sin(z) og g(z) = 0 som gitt i tilfellet (6.9.3b). Vi ma
na veere forberedt pa at det tar forholdsvis mange tidskritt fgr instabiliteten
opptrer.

Velger Ax = 155 og C = 1.1 . Tidskrittet At = C'- Az ~ 0.03456 .

Figuren nedenfor viser den analytiske lgsningen wu(z,t) = cos(t) - sin(z) i
(6.9.3b) samt den numeriske lgsningen med bruk av skjemaet i (6.9.4) og
(6.9.5).
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u(x,t) = cos(t)sin(x)
0.3

. il

I L
0.05 VW%MA

Figur 6.23

Vi har her brukt 40 tidskritt for a fa frem oscillasjonene som viser at skjemaet
er ustabilt i hvert fall for C' = 1.1 .

bglgeligningen vi lgser her, er en linearisert versjon av mere eksakte lignin-
ger. Vi har ovenfor behandlet en svingende streng (transverselle bglger), men
ligningen beskriver dessuten longitudinelle bglger i en bjelke, samt akustiske
belger i en fluid. I samtlige tilfeller forutsettes sma amplituder u(z,t) som
grunnlag for lineariseringen.

Von Neumann analyse. La oss undersgke stabiliteten av differanseligningen
der vi ser pa tilfellet ag > 0 (Helt tilsvarende for ag < 0 ). PK-kriteriet gir
ikke noe svar da koeffisienten foran det siste leddet alltid er negativt. Forsgker
derfor en von Neumann-analyse.

Setter inn u} = GretPi = Grewdi xj = jAx -3 =46-j som gir
0
G*—2 [1- C? (1 - cos(6))] G+1 =0, som med 1—cos(d) = 2 sin’ <2> blir:

G? —2(1 -2m*)G+1=0, m = Csin <g> (6.9.7)

(6.9.7) har rottene
Gia =1—2m*+2my/m? — 1 (6.9.8)
Merk at G1 - Ga = 1 slik at |G1| - |Ge| =1
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For m = 1 vil vi fa to sammenfallende rgtter Gy = Go = —1 . Vi vil spesielt
se pa dette tilfellet tilslutt.

1)m>1
Go=1-2m?—2myvm2 —1
Stabilitetsbetingelse: |G| <1 — -1 < Gy <1
Hoyre side:
1—2m? —2myvm?2 —1<1— —2m? —2myv/m2 -1 <0

Denne ulikheten er alltid oppfylt.

Venstre side:
—1<1-2m?* -2mym?2 —1—=m?*+mym2 -1<1
Denne ulikheten er aldri oppfylt.

Vi har at |Gi| = 1/|G2| . Stabilitetsbetingelsen ma veere oppfylt for begge
rgttene.

Konklusjon: Ustabilt skjema for m > 1 (|m| > 1)
2)m<1

Gia=1-2m*+2myVm?2 -1 —-1-2m*+i-2my/1 —m?

Derav:
G12l” = (1—2m*)” +4m*(m* - 1) =1< 1

Skjemaet er stabilt for m < 1. (jm| < 1) .
Kalles ngytral stabilitet nar |G| =1 for alle §

Med m = C'sin (%) fra (3), far vi C'sin (g) <1—C < 1/sin (g): eller da
max (sin (%)) = 1: C < 1 som stabilitetsgrense.

Vi kan ogsa skrive:

G172:1—2m2ii-2mm:( 1—m2ii-m)2
slik at

|G12| = ‘mii-m‘zz ‘1—m2+m2} = 1 som for.
3)m=1

Dette er et tilfelle som ma behandles spesielt fordi rgttene er sammenfallende
med m=1,somforC=10gd=mgir Gi =G =—-1
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Dette tilfellet er behandlet i appendiks A, del A.4, for ordinaere differanse-
ligninger. Tilfellet her er analogt, slik at med ¢,, = n- At vil differanseligningen
fa et ledd som er multiplisert med indekset n. Dette kan ogsa vises ved a bruke
folgende lgsning av (6.9.1):

u(z,t) =t = u(z, ty) =n- At (6.9.9)
(6.9.9) tilfredstiller startbetingelsene u(z,0) =0 , %(m, 0)=1

Da differanseligningen (6.9.4) er av O ((Az)?(At)?) , vil den lgse (6.9.9) ek-
sakt.Innsatt i (6.9.4) fra (6.9.9):

utt =n - At+n-At—(n—1)-At=(n+1)- At

Vi har da ikke stabilitet nar vi bruker det strenge kriteriet. Derimot far vi
stabilitet nar vi bruker von Neumanns generelle kriterium

|G| <14+ K -At, K en positiv konstant.

(Se avsnitt 5.4.4 1 kompendiet)

Vi kan da konkludere med at skjemaet i (6.9.4) er ngytralt stabilt for C' < 1
og dersom vi tar med a9 <0 |C| <1

Merk at vi ogsa far sammenfallende rgtter for m = 0 med § = 0 . I dette
tilfellet er ogsa G1 = Go =1, men ¢ = 0 gir selviplgelig ingen instabilitet.

Bruk av CFL-betingelsen fra avsnitt 6.8

Y
P
n+I1 dx .
dt 0
n
n-1

x- qt=C,
N /

x+ayt=0C,

D A i-1 1it] B E

Figur 6.24

Y
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PD og PF er differensialligningens karakteristikker gjennom P. Anta at vi skal
lgse (6.9.4) med data gitt pa AB. Den numeriske verdien i P vil da bare vaere
avhengig av nettpunkter innenfor AABP. ( I fig. 4.5 har vi betegnet omradet
DPE som avhengighetsomradet for punktet P.) Omradet ABP betegnes som
det numeriske avhengighetsomradet. PA og PB betegnes som de numeriske
karakteristikkene. Forandrer vi data i intervallene DA og/eller BE, vil ikke
verdien i P beregnet fra (6.9.4) forandres. Men ifplge differensialligningen,
skal verdien i P endre seg da DA og BFE tilhgrer differensialligningens av-
hengighetsomrade. Skjemaet er fglgelig ustabilt dersom AB ligger innfor DE.
Grensetilfellet blir da at de numeriske karakteristikkene faller langs differen-
sialligningens karakteristikker: Helningen av PA er mindre eller lik helningen
av PD, dvs:

At 1 At
—_— <= — <1 6.9.10
Az ~ ag - aOAa: - ( )

Dette er CFL-betingelsen der ao% er Courant-tallet.

Sagt pa en annen mate: Differanseligningens avhengighetsomrade méa inne-
holde differensial- ligningens avhengighetsomrade.

(6.9.10) kan ogsa skrives: % > ap: Den numeriske hastigheten”ma veere stgrre
eller lik den fysikalske hastigheten.

.\
P
n+1
n
n-1
+ = (.
v at=C, x+ayt=0C,
A D 1-1 1 1+1 E B
Figur 6.25

I fig. 6.25 er DP og EP karakteristikker, og Courant-tallet C' < 1. Figuren
viser at selv om beregningen er numerisk stabil, vil vi fa data fra intervallene
AD og EB. Disse verdiene ma betegnes som falsk informasjon siden de ligger
utenfor dataomradet for differensialligningen. I praksis forer dette til darligere
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ngyaktighet. For & fa hgyest mulig ngyaktighet, bgr derfor de numeriske karak-
teristikkene falle mest mulig sammen med de fysikalske. Dette er selvfolgelig
ikke lett a fa til i et generelt tilfelle der karakteristikkene er krumme linjer.
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6.10 ADVEKSJON-DIFFUSJONSLIGNINGEN

Denne er gitt ved:

ou ou 0%u

ot "o T Vo2
Dette er den enkleste modellen for Navier-Stokes ligningene. Bruker vi klas-
sifiseringskjemaet i kap. 4, finner vi at (6.10.1) er en parabolsk ligning. (Se
ogsa avsnitt 5.4.4. Vi kan fglgelig bruke de numeriske lgsningsmetodene som
er gitt i avsnitt 5.2 for diffusjonsligningen. Men nar konveksjonsleddet domi-
nerer over diffusjons-leddet, vil (6.10.1) oppfare seg som adveksjonsligningen.
Vi bgr derfor se nsermere pa denne effekten. Dette gjores enklest ved a se
pa den stasjonere versjonen av (6.10.1) der vi for enkelhets skyld forutsetter
ag > 0. Vi far na en ordinser differensialligning;:

(6.10.1)

du  ag d7u

—— = — .10.2
dz? v dx (6.10.2)
La oss bruke fglgende randbetingelser:
u(0) =0, u(L) =Up (6.10.3)
Med bruk av (6.10.3) gir (6.10.2) fglgende analytiske lgsning:
1 —exp <ao ' x)
u(x) = Uy d (6.10.4)

1 —exp (aO'L>
v

Merk at (6.10.2) er identisk med lign. (1.6.51) med lgsning gitt i (1.6.52) i
kap. 1

Vi skriver na (6.10.4) for diskrete verdier x; der z; = Az -4, i = 0,1,..N
med Az = %

u(xz) = Uo .

1 Ao Ax -1
P v _u 1 —exp(R.-1)
(ag-A:U-N> -0 1 —exp(R.-N)

l—exp| ————

1%

] (6.10.5)

hvor vi har innfgrt Reynoldscelletallet definert ved:

ag - Ax

R. = (6.10.6)

v

ag-Azx

I forbindelse med energiligningen ville vi fatt Pecletcelletallet P, = “0=

isteden der « er den termiske diffusiviteten.

Som det vanlige Reynoldstallet , uttrykker R. forholdet mellom konveksjon
(transport) og diffusjon. Stor verdi av R. betyr at stromningen dominerer
over diffusjonen og omvendt for liten R, . Merk at R. generelt kan veere bade
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positiv og negativ avhengig av den lokale stromretningen. Fig. 6.26 fremstiller
(6.10.5) for forskjellige verdier av R, med ¥ = AA;]@ = % - Denne figuren er

identisk med fig. 6.20 nar vi setter R, = &2

e

For store verdier av R, danner det seg et grensesjikt rundt 7 = 1 og problemet
er singulaert for R. — oo . (Se ogsa avsnitt 1.6.3)

Diskretiserer (6.10.2) med bruk av sentraldifferanser:

B e S Y 2 2ui + ui—1
0 2Ax (Az)?

1.0 1.0
] Ligning 8.5 i
0.8 7
0.6
u(x) |
0
0.4
0.2 7
0.0 \ T \ \ 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/IL
Figur 6.26

Ordnet, sammen med innfgring av R.:

(2+RC)~ui_1—4ui+(2—Rc)-ui+1:0
(6.10.7)
i:1,2,...,N—1, u0:0, uN:U()

(6.10.7) kan lgses med Thomasalgoritmen. Fra avsnitt 3.1 vet vi at lignings-
ystemet i (6.10.7) er numerisk stabil dersom koeffisientmatrisen har diagonal-
dominans. Dette er sikkert tilfelle for R. < 2 . Da (6.10.7) er en lineser 2.
ordens differensial-ligning med konstante koeffisienter, finner vi fra appendiks
A, del A.4, at Igsningen kan skrives:
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der a2 er rgtter i den karakteristiske ligningen:
(2—R.)-a*>—4a+(2+R.) =0

med lgsning:
24+ R,
T 2-R.

Konstantene i (6.10.8) bestemmes fra randbetingelsene gitt i (6.10.7):

052:1,0[1

; Re #2 (6.10.9)

u=C1+Cy=0— Cy =—-C1

U
UN201' [Oz{v—aé\/] :UO—>01:N70]V
ay —Qy
Innsatt for C; og Ca i (6.10.8):
1—at
= Uy - L 6.10.10
=t [ (G110

Vi ser at a3 < 0 for R. > 2 som betyr at leddet o veksler mellom positiv
og negativ verdi som funksjon av indekset i. Lgsningen i (6.10.8) er derfor
oscillerende, i strid med den analytiske lgsningen. Vi ma derfor velge R, < 2
dersom vi vil unnga oscillasjoner. Denne betingelsen pa R, legger strenge be-
grensninger pa storrelsen av Ax . Dette er seerlig alvorlig for flerdimensjonale
tilfeller.

Bemerkning.

Vi har ovenfor papekt at ligningsystemet er numerisk stabilt for R, < 2
ved bruk av Thomasalgoritmen. For R. > 2 kan det da vaere ngdvendig a
utfgre pivotering ved lgsning av ligningsystemet. Men dette forer ikke til
at oscillasjonene forsvinner. Betingelsen om diagonaldominans bestemmer
her fortegnet pa rgttene i den karakteristiske ligningen, og det er dette som
bestemmer karakteren av lgsningen.

La oss undersgke om bruk av oppstrgmsdifferanser kan fjerne oscillasjonene.
Diskretiserer (6.10.2) med bruk av oppstremsdifferanser for det konvektive
leddet samt sentraldifferanser for diffusjonsleddet:

Uj — Uj—1 Uip1 — 2U; + Uj—1

som ordnet gir fglgende differanseligning:

(I1+R.) ui—1 — (24+ Re) - u; +ujp1 =0 (6.10.12)

Lgsningen av (6.10.12) er gitt i (6.10.10) der o 2 er rgtter i den karakteristiske
ligningen:

o>~ (2+R.)-a+(1+R.)=0
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med lgsning:
av=1, a1 =1+ R, (6.10.13)

Ingen av leddene i (6.10.10) skifter na fortegn, og vi far en lgsning uten oscil-
lasjoner. I tillegg ser vi at koeffisientmatrisa for dette systemet er diagonaldo-
minant slik at vi kan bruke Thomasalgoritmen for alle verdier av R, . Det kan
derfor veere fristende a trekke den konklusjonen at istedenfor sentraldifferan-
ser bruker vi oppstrgmsdifferanser, og dermed har vi lgst alle problemer. For
det fgrste er sentraldifferanser mer ngyaktige selv om stabilitetsomradet er be-
grenset. Det enkle oppstrgmskjemaet vi har brukt her, har bare ngyaktighet av
orden Az . (Det finnes mer ngyaktige). Bruk av oppstromsdifferanser innfgrer
numerisk viskositet som demper oscillasjonene. Vi skriver 6.10.11 pa sentral-
differanseform:

Ui — Uj—1 Uir1 — 2U; + Uiy
a°‘< Az >:< (Ax)? >%

Uity — w1\ o Uitr — 2ui + Ui 6.10.14
o (Man) = 0 (M) G

ap - Ac
2

Vi ser at Az ma veere liten dersom betingelsen vy, skal veere oppfylt.
Samtidig er det nettop vnum som stabiliserer sentraldifferanseskjemaet.
Oppstrgmsdifferensiering er populeer fordi den ofte fgrer til stabile differanse-
skjema. Men samtidig kan dette ga pa bekostning av ngyaktigheten. Mo-
dellproblemet vi har brukt her, er et grensesjiktproblem som egentlig ikke
er szrlig godt egnet til 4 sammenligne forskjellige mater & behandle det
konvektive leddet pa. Grensesjiktet oppstar pa grunn av randbetingelsen
u(L) = Uy . For store verdier av R, ma vi derfor ha et fint nett nser z = L
dersom vi gnsker en ngyaktig lgsning. Dette gjelder bade for sentraldifferanser
og oppstrgms-differanser. For sentraldifferanser er dette ogsa ngdvendig for
a fa en ikke-oscillerende lgsning. Legg merke til at sentraldifferanser nettopp
signaliserer at nettet er for grovt ved & oscillere. Noen slik advarsel fas ikke
ved bruk av oppstrgmsdifferanser.

der vpum =

Vi gar na tilbake til den fulle adveksjon-diffusjonsligningen i (6.10.1) og dis-
kretiserer den pa folgende mate der vi antar ag > O:

n+l _ . n

U U apf 1 1 1 1
]th_‘_ﬂ [a(u’” _Unj_ ) —}—%(1—0[) (U’;L——:-_l _u?j_l)]

_|_ao(1A;9) . [a(u? —ul_q)+ 11— a)(ufy g — U?,l)]

v n n n n " .
(6.10.15)
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der0<f0<logl0<a<l

0 = 0 gir et eksplisitt skjema og 6 = 1 gir et fullt implisitt skjema.

a = 0 gir sentraldifferanser og a = 1 gir full oppstrgmsdifferensiering.

a=0o0g 0= % gir et skjema av Crank-Nicolson-typen.

Innfgrer det (numeriske) diffusjonstallet D definert ved:

At

b= V(A;zc)2

(6.10.16)

Dette tallet har vi tidligere betegnet r uten a gi det noe navn. (Se (5.2.8b), kap.
5). Ellers har vi Courant-tallet C' = ao% og Reynoldscelletallet R, = ao% .
Det eksistere fglgende sammenheng mellom disse tallene:

D=— (6.10.17)

(6.10.15) kan skrives pa fplgende mate:

Wt =+ C -0 ot — wt) + 51 - a) (it - )]

+O1—0)- [a(ug —u? )+ (-, — u?_l)} (6.10.18)

-D. [e(ugﬁ — 2 ) (1 - 0) (a2 + u;.gl)}
La oss se pa noen spesialtilfeller av (6.10.18). Med 6 = 0 og o = 0 far vi et
eksplisitt skjema med sentraldifferanser:

wt —ul + Gl —ul ) =D (uly = 2ul ) =
(6.10.19)
Wit = (g4 D)ujy + (1= 2D + (D = §) ufy,

N& vet vi at (6.10.19) med C' = 0 har stabilitetsbetingelsen D < % . Vi
venter at denne fortsatt skal gjelde. Ved en von Neumann analyse kan vi finne

fglgende relasjon:

2
C? < 2D eller R, < o (6.10.20)

Ved a kombinere denne med D < % , finner vi som ventet C < 1 som er

CFL-betingelsen. Stabilitetsbetingelsene for (6.10.19) kan da skrives:

0<C?*<2D<1 (6.10.21)

Dersom vi rekkeutvikler (6.10.19) og danner den modifiserte ligningen ved a
eliminere ledd som inneholder ¢, far vi:
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ou ou ag - At\ 0%u (Az)? 9 O3u
E—FGO% = <V— 5 )W—i—ao 3 3D — C—* ﬁ_‘_
_ (An)? 2P (Az)? 2_, u
= SA (2D —-C )8 + ag 3 3D -C 923 + -
(6.10.22)

Koeffisienten foran leddet 8 9.2 ma veere > 0 som impliserer den ngdvendige
betingelsen C? < 2D som v1 "har angitt 1 (6.10.20).

Med C=1o0gD=1/2(R.=2) glr (6 10. 19) nl = 71 som er den eksakte

Igsningen av adveksjonsligmngen 5 + ap 2% oy = O som betyr at dette tilfellet
ikke er konsistent med den gitte ligningen.

Selv om (6.10.21) angir stabilitetsomradet, viser det seg at det kan oppsta
oscillasjoner i intervallet 2 < R, < % . Dersom vi f.eks. velger C' = 0.5, blir
stabilitetsomradet 1 < R. < 4.0 med mulighet for oscillasjoner i intervallet
2.0 < R. < 4.0 . Figur 6.28 og 6.29 viser en beregning for dette tilfellet.
Pa fig. 6.28 ligger vi innenfor stabilitetsomradet og utenfor omradet som
gir oscillasjoner. Pa fig. 6.29 ligger vi fremdeles innenfor stabilitetsomradet,
men na innenfor omradet som gir oscillasjoner. Pa fig. 6.30 ligger vi utenfor
stabilitets-omradet. (Stiplet kurve angir analytisk lgsning, se appendiks G,
del G.10)

I et forsgk pa a utvide stabilitetsomradet, kan vi med bakgrunn i tidligere er-
faringer prove med oppstrgmsdifferanser i (6.10.18). Den modifiserte ligningen
blir i dette tilfellet:

ou ou_
ot “or
R. , At] 0*u (Ax)* ., 63u
Ax 2\ 0%u (Az)? Pu
—ap= (a—C+= )25 — 202 — D+1 .
a02<a C+RC>8.®2 ao6(C 304064-)83—1-
(6.10.23)
Fra (6.10.23) fglger umiddelbart folgende ngdvendige stabilitetsbetingelse:
2
a—Ct 520 (6.10.24)
For a = C far vi korrekt faktor foran diffusjonsleddet da ap=* Az, Rl =v.

Tillfellet o = C' er Lax-Wendroffs metode. Dette siste tllfellet er vist pa figur
6.32, mens fig. 6.31 viser et tilfelle der a = C' .
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a=1.0,0=0,Rc=2.0
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Figur 6.31
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Figur 6.32

(6.10.15) er et tridiagonalt ligningsystem som kan skrives pa formen:

a-ult 4o ut feoulf = d; (6.10.25)
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der
a = —0[D+§(1+a)] = _9.0.[<1;a>+éc]
b = 146-(C-a+2D) = 1+9.C.[a+}§c} (6.10.26)
o] - oo [5)
med
dj = 51 uj_y + 82 uj + 830 ufy (6.10.27)
der
_ <1—9>[D+§<1+a>] _ (1_9)'C'K1;a)+§c]
s = 1-(1-6)-(C-a+2D) = 1—(1_9).0[044%1]
v fofoa] - e 405
(6.10.28)

Merk at det er bare hgyresiden som er variabel. Vi kan derfor bruke den
versjonen av tdma som er gitt i lign.(I1.0.9) i appendiks I. Denne versjonen
har vi tidligere brukt i programmet startupv3 i eksempel 5.3, kapittel 5.

Vi har sett at vi kan fa oscillasjoner innenfor stabilitetsomradet for differanse-
ligningen. Spgrsmalet er om vi kan tillate slike oscillasjoner i praksis, f.eks.
ved lgsning av Navier-Stokes ligninger med turbulensmodeller. Svaret er gene-
relt nei. Turbulensmodeller inneholder ofte stgrrelser som er funksjon av det
lokale hastighetsfeltet. Hvis noen av disse stgrrelsene skal veaere positive, f.eks.
den turbulente kinetiske energien, kan lokale oscillasjoner gi negative verdier
som raskt fgrer til divergens. Dette gjelder selvfglgelig ikke bare turbulens-
modeller, men i alle tilfeller der numeriske oscillasjoner i strgmnings-feltet
kan gi stgrrelser ufysikalske fortegn.I mer omfattende flerdimensjonale bereg-
ninger er man ofte tvunget til & innfore numerisk viskositet, gjerne via diffe-
ranseskjemaet, for & dempe oscillasjonene selv om dette kan fgre til mindre
ngyaktighet. Mye av disse problemene kan selvfglgelig unngas dersom vi bru-
ker fin nok opplgsning der dette er nsdvendig. Problemet er & kunne lokalisere
omradene der hgy opplgsning er pakrevet, da slike omrader generelt opptrer
mange steder i et stromningsfelt, ikke bare ved grenseflatene. I tillegg kommer
vanskeligheten med & skrive program med variabelt nett.

Det finnes bedre metoder for behandling av det konvektive leddet enn det som
er vist ovenfor. Henviser til Patankars PLDS-skjema som er behandlet i [27],
og Leonards QUICK-skjema som f.eks. er beskrevet i Fletcher [18] , vol. 2






KAPITTEL 7

STASJONARE PROBLEMER

7.1 INNLEDNING

Elliptiske partielle differensialligninger opptrer ofte ved stasjonsere problemer
som ogsa betegnes likevektsproblemer.

Eksempel 7.1

oT 0T  O°T 9°T
ot

Ikke-stasjonaer varmeledning: — = « 52 + 7 s 5.2

Denne ligningen er parabolsk, men ved stasjonsere forhold i O) , far vi:

o*T N oO*T N O*T
ox?  Oy?2 022

> = 0 som er en elliptisk ligning.

Vi vil i fortsettelsen begrense oss til to-dimensjonale problemer.
Noen eksempler pa linesre elliptiske ligninger:

0 ou 0 (,0u
2 <a8x) + ay <b0y> +cu=gq (7.1.1)

der a, b, ¢ og q generelt er funksjoner av z og y (a og b har samme fortegn).
Noen spesialtilfeller av (7.1.1):

Helmholtz:
Viu+c-u=q (7.1.2)
Poisson:
Viu=q (7.1.3)
Laplace:
Viu =0 (7.1.4)
52 82
2 _
der V* = W + ain
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Klassifiseringskjemaet i avsnitt 4.3 viser at lign. (7.1.2) — (7.1.4) er elliptiske,
dvs.:

Ingen reelle karakteristikker. Derfor ma elliptiske PDL behandles som rand-
verdiproblemer. (Se avsnitt 4.4 samt avsnitt 4.5 angaende betingelsen for et
velformulert problem.)

yA C n

> X

Figur 7.1

Vi repeterer de vanligste randbetingelse fra avsnitt 4.4:
1. Dirichlet-betingelse:

u(z,y) = G1(z,y) pa randkurven C
2. Neumann-betingelse:

0
o= = Gala,y) pa C
3. Robin-betingelse:
0
a-u(z,y)+b- u(o;, y) = Gs(z,y) pa C

Neumann-problemet ma ha minst en verdi av u(z,y) spesifisert pa C' dersom
lgsningen skal veere entydig. I tillegg ma linjeintegralet av Ga(x,y) rundt
randkurven C' forsvinne.

La oss se neermere pa fullt utviklet laminger stromning i en kanal som er et
eksempel pa en Poisson-ligning med Dirichlet-betingelser.
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Figur 7.2

Fra appendiks 2:
l@ B 82uz n aQUZ
woZ  0X2  dy?

(7.1.5)

10
Med gitt trykkgradient er =P en konstant. (7.1.5) er en Poisson-ligning.

nwoz
Vi gjor (7.1.5) dimensjonslgs ved a innfgre:
y = % z = % u= _Ma;ég (7.1.6)
der a er en typisk tverrsnittdimensjon.
Ved bruk av (7.1.6) blir (7.1.5):
gif; + g;‘ =1 (7.1.7)

med u = 0 pa randkurven C.

(7.1.7) lpser en rekke andre problemer i mekanikken.

Eksempler:
Ligningen for elastisk torsjon av en stav med samme tverrsnitt som ovenfor,
er gitt av (7.1.7) der u na er en spenningsfunksjon.

Utbgyningen av en membran over samme tverrsnitt pakjent av et konstant
trykk p, er gitt av (7.1.7). u er her utbulningen.

I White [21], avsnitt 3-3, er det gitt en rekke analytiske lgsninger av (7.1.7),
ogsa i polare koordinater. Andre eksempler pa linesre elliptiske ligninger er
stromning ved lave Reynoldstall (Stokes-stromning) og lagerteori.
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7.2 NUMERISK LOSNING VED DIREKTE
METODE.

Dersom den elliptiske PDL er en stasjonser versjon av en parabolsk ligning, kan
vi selvfglgelig lgse den parabolske ligningen inntil stasjonaere forhold inntreffer.
Dette er normalt en tidkrevende angrepsmetode, og kravet om stabile skjema
blir igjen et problem. Ser vi bort fra en slik metode, slipper vi & konsentrere oss
om & lage stabile skjema. Men selv de enkleste elliptiske PDL har to uavhengige
romkoordinater. I tillegg til kravet om raske lgsnings-metoder, gnskes ogsa
regneskjema som med rimelig programmeringsarbeid forer til effektiv lagring
av data.

La oss som eksempel diskretisere den stasjonaere varmeledningsligningen:

o*T 9T

~.
+
—
€

~.
1
—
oD
A4

- > X
-1 ) 1+1

Figur 7.3

Vi bruker fglgende notasjon:

ri=x9+i-h, i=0,1,2,...
yj:y0+.]h7 j:07172)"'
der Ax =Ay=nh

Ved bruk av sentraldifferanser far vi:
Tivr, j+Ticr, j+ T 1 +Ti jo1 = 4T 5 =0 (7.2.2)

La oss bruke (7.2.2) pa folgende eksempel:
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. 1gOA 100 100 100 100
0.0 LI K ST Y
0.0 I I T )
15| 00 LN O T
0.0 fa T [T g
0.0 RENN 0TI T Y
N2

>
0.0 0.0 00 00 00

< 1.0 g

Figur 7.4

En plate med lengde 1.0 og hgyde 1.5 har fglgende temperaturfordeling langs
randkurven:
Fory=0:7T=0.0
Forr=00g2x=1:T=00,0<y<1.5
For y =1.5:7T =100.0

Plata er inndelt med Az = Ay = 0.25

Bestem temperaturfordelingen i plata ved bruk av (7.2.2).

Ved a systematisk bruke (7.2.2) i hvert punkt, far vi folgende ligningsystem,
gitt i (7.2.3)-(7.2.5) der A er koeffisientmatrisa, T inneholder de ukjente
temperaturene, og b inneholder randtemperaturene.
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—4- Ty +T12+T51 =0
T —4-Tio+Ti3+Toe=0

Tio—4-Tig+Tiy+To3=0, T13—4 - Ty +T15+To4=0
Ty —4-Ti5 +To5 = —100, T11 —4-To1 +Too +T31 =0

Tio+To1 —4-Too+Toz3+ T3 =0
T3+ T —4-To3+ 124+ 133 =0
Tig+Toz —4-Tog+To5+ T34 =0
Tis + 1oy — 4 - Tos + T35 = 100

(7.2.3)

Tor —4-T31+ T30 =0, Too +T31 —4-T30 + 133 =0
Tog3 +T39 —4-T33+ T34 =0, Tog+T33 —4-T34+ T35 =0
Tos + T3y —4-T55 =—100

(7.2.3) er et linezert, algebraisk ligningsystem med 15 ukjente som kan skrives
symbolsk pa formen:

A-T=b (7.2.4)
[—4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 07117117 [ O
1 —4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 T2 0
0 1 —4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 T3 0
0 0 1 —4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 Tha 0
0 0 0 1 —4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 Ts —100
1 0 0 0 1 —4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 To 0
0 1 0 0 0 1 —4 1 0 0 0 1 0 0 0 Taa 0
0 0 1 0 0 0 1 —4 1 0 0 0 1 0 0 |-|T23|=| O
0 0 0 1 0 0 0 1 —4 1 0 0 0 1 0 Toy 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4 0 0 0 0 1 Tos —100
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 —4 1 0 0 0 Ts1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4 1 0 0 T32 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4 1 0 T33 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4 1 T34 0
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4] [T35] [—100]
(7.2.5)

Den analytiske lgsningen er gitt ved:

T(z,y) =100 > Ay, sinh(\,y) - sin(Ap2)

n=1 7.2.6
\ (7.2

der Ay =7 nog Ap=———
o An =TT o8 A sinh(3N,)

Temperaturfeltet er symmetrisk om « = 0.5.
Vi ser umiddelbart at det er lite effektivt a lgse (7.2.5) med alle null-
elementene. Koeffisientmatrisa bestar av 15 x 15 = 225 elementer, og av
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disse er bare 59 forskjellige fra 0. Koeffisientmatrisa har tydelig bandstruktur
og er symmetrisk. Det er klart at dette kan utnyttes til a lage effektive
lgsningskjema som ikke krever lagring av alle null-elementene.

Matlab har innebygde rutiner for lgsning av glisne matriser (sparse matrices).
Lgsningen av (7.2.5) er gitt i Matlab-programmet lap1 nedenfor.

% program lapl

clear

n = 15;

d = ones(n,1); % diagonal

b = zeros(n,1); ’ right hand side

% --- Update b ---

b(5) = -100; b(10) = -100; b(15) = -100;

% --- Generate A-matrix ---

A = spdiags([d d -4*xd d d1,[-5 -1 0 1 5], n,n);
% --- Update A ---

A(5,6) = 0; A(6,5) = 0; A(11,10) = 0; A(10,11) = O0;
% —--- Solve system ---

T = A\b;

I programmet blir T'(1) = T3, T(2) = T2, T'(3) = T3 osv. Flere detaljer om
bruk av lgsning av glisne matriser er gitt i Matlablefsa.

Vi far folgende resultat der tallene i parantes er beregnet fra den analytiske
lgsningen i (7.2.6):

Ty =Ty = 1.578 (1.406), Ty = Ty = 4.092 (3.725)

Ty = Ts3 = 9.057 (8.483), Ti4 = Ty = 19.620 (18.945)

Tys = T35 = 43.193 (43.483), Ty = 2.222 (1.987), Thy = 5.731 (5.261)
Tos = 12.518 (11.924), Thy = 26.228 (26.049), Ths = 53.154 (54.449)

For mer kompliserte operatorer enn Laplace-operatoren og enda mer utpreget
for ikke-linezere ligninger, vil ikke strukturen av koeffisientmatrisa veere sa
regelmessig som i (7.2.5). Men matrisa vil ofte vaere glissen. Kombinasjonen
rask lgsning og effektiv lagring blir vanskeligere a oppfylle. I motsetning til
direkte metoder, er iterative metoder enkle & programmere og gir effektiv
lagring, men er ofte utsatt for langsom konvergens. Vi ser pa iterasjonsmetoder
i avsnitt 7.3.

7.2.1 UTNYTTELSE AV SYMMETRI

Ved a utnytte eventuell symmetri for et problem, kan vi redusere antall ukjen-
te. Dersom vi ser pa figur 7.5, har vi symmetri om linja z = 0.5. Formelt
far vi da betingelsen g—g = 0 langs denne linja, men det er selvfglgelig ikke
ngdvendig & utfere noe diskretisering da det folger direkte at

Ty, = T31, Tha = T32 osv. Dette forer til at at systemet i (7.2.5) i dette tilfellet

blir:
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Lgsningen av (7.2.7) er gitt i Matlab-programmet lap1ls nedenfor.

% program lapls

clear
n = 10;
d = ones(n,1); 7 diagonal
b = zeros(n,1); ) right hand side
% --- Update b ---
b(5) = -100; b(10) = -100;
% --- Generate A-matrix ---
A = spdiags([2*d 4 -4%d d d],[-56 -1 0 1 5], n,n);
% --- Update A ---
A(5,6) = 0; A(6,5) = 0;
% —--- Solve system ---
T = A\b;

Poisson-ligning

La oss se pa lign. (7.1.7) for et kvadratisk tverrsnitt av en kanal

YA
1.0
0.5 ¢
0.0 & & >
A B 10 x

Figur 7.5

Dersom vi ikke utnytter symmetrien, blir problemet fra (7.1.7)

Pu P

o2 T o

-4 1 0 0 0 1 0 0 0 071[Tu]l [ 0
1 =4 1 0 0 0 1 0 0 0] |To 0
0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0|75 0
0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0|7y 0
0 0 0 1 -4 0 0 0 0 1||Tis| |—100
2 0 0 0 0 -4 1 0 0 0| |Twm| | O
0 2 0 0 0 1 —4 1 0 0] |Tw 0
0 0 2 0 0 0 1 —4 1 0] |7y 0
0 0 0 2 0 0 0 1 -4 1/||Tn 0
L0 0 0 0 2 0 0 0 1 —4]|Ty| [-100]

(7.2.7)

(7.2.8)
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Randbetingelser: v = 0 langs hele randkurven.

Dette er et problem med Dirichlet-betingelser. Dersom vi utnytter symmetrien
om z = 0.5 og y = 0.5, blir formelt symmetri-betingelsene:

0
8—z:0for$20.5
g;j=0fory:0.5

Vi ser at vi ogsa kan benytte oss av symmetrien om diagonalene, slik at det
f.eks er tilstrekkelig a lgse ligningen i trekanten ABC da AC er en symmetri-
linje. Figur 7.6 pa neste side viser trekanten ABC med nummerering der vi
har utnyttet symmetrien. Vi setter u; = u11, U2 = U2, U3 = U] 3 OSV. Langs
AB har vi avmerket randverdien u = 0.

14
C
14
14
11
Tz "
7
0 11 =z M
2
6 7 S 9 §
0.0 i 2 3 4 5 4
B
A 00 00 00 00 00
Figur 7.6

Den diskretiserte versjonen av (7.2.8) blir:
Uit1,j + Uim1j + Wi g1 + Ui j—1 — 4ui; = —h? (7.2.9)

med Ax = Ay =h
Vi har valgt h = 0.1 i figur 7.6. Beregningsmolekylet med enkle indekser:
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Uy

Figur 7.7

slik at (7.2.9) blir:
Ug + Up + Ue + Ug — LUy, = —h?
Noen eksempler pa bruk av (7.2.10):

2u2 — 4U1 = —h2
2ug + ug — 4dus = —h?
w7y + ug + ug + u1q — 4ug = —h?

med m =1, 5o0g 8
Den endelige ligningsystemet blir som gitt i (7.2.11):

—4 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 —4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 —4 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 —4 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 2 —4 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 —4 2 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 —4 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 —4 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 2 —4 0 0 1
0 0 0 0 0 0 2 0 0 —4 2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 —4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 —4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

LO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

owLowoooooooooo

(7.2.10)
7 24
0 01w ZZ
0 0 uo 2
0 0] |us h
0 0| |ua h
0 0| |us h
0 0 |ue h?
0 0 uy h?
0 0 || usg|=—|h?
0 0 Ug h2
0 0 U110 h2
0 0 w11 h2
1 0 U2 B2
2 0 u13 h2
—4 1 U4 h2
4 —4] |u1s] B2

(7.2.11)

Selv om bandstrukturen er tydelig, blir den mer rotet fordi vi har utnyttet
symmetrien. Det blir mer oppdatering av koeffisientmatrisa. Programmet po-

isson lgser (7.2.11):

% program poisson

clear

n = 15;

h = 0.1; h2 = hxh;

d0 = zeros(n,1); 7 diagonal

ones(n,1); 7 diagonal

-h2%ones(n,1); % right hand side

% --- generate A-matrix ---

spdiags ([d0 dO d0 d -4*xd 4 d0 d0 d0],[-4 -3 -2
% === Update A ===

o
o

=
]

-1 012 3 4], n,n);
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% --- sub-diagonals ---
A(6,2) = 2; A(7,3) = 1; A(8,4) = 1; A(9,5) = 1;
A(10,7) = 2; A(11,8) = 1; A(12,9) = 1;

A(13,11) = 2; A(14,12) = 1;

A(5,4) = 2; A(6,5) = 0; A(9,8) = 2; A(10,9)
A(13,12) = 0; A(14,13) = 2; A(15,14) = 4;
% —-- super-diagonals ---

A(1,2) = 2; A(5,6) = 0; A(6,7) = 2; A(9,10)

0; A(12,11) = 2;

[
o

AC10,11) = 2; A(12,13) = 0; A(13,14) = 2;
A(C11,13) = 1; A(12,14) = 1

A(7,10 ) = 1; A(8,11) = 1; A(9,12) = 1;

A(2,6) = 1; A(3,7) = 1; A(4,8) = 1; A(5,9) = 1;
% —--- solve system ---

u = A\b;

Tabellen nedenfor viser de numeriske verdiene fra programmet. De analytiske
verdiene er gitt i siste kolonne. Senterverdien uy5 har en feil pa 0.8%. Koordi-
natene refererer til figur 7.5.

u; = (0.1,0.1) | 0.0128 [ 0.0131
uz = u(0.2,0.1) | 0.0206 | 0.0209
uz = u(0.3,0.1) | 0.0254 | 0.0256
ug = u(0.4,0.1) | 0.0280 | 0.0282
us = u(0.5,0.1) | 0.0288 | 0.0290
ug = u(0.2,0.2) | 0.0343 | 0.0346
w7 = u(0.3,0.2) | 0.0430 | 0.0433
us = u(0.4,0.2) | 0.0478 | 0.0482
ug = u(0.5,0.2) | 0.0493 | 0.0497
u10 = u(0.3,0.3) | 0.0544 | 0.0548
u1r = u(0.4,0.3) | 0.0608 | 0.0613
w12 = u(0.5,0.3) | 0.0629 | 0.0634
u13 = u(0.4,0.4) | 0.0682 | 0.0687
w14 = u(0.5,0.4) | 0.0706 | 0.0712
u1s = u(0.5,0.5) | 0.0731 | 0.0737

w=C. (1-¢ 4 Z 1 cosh(nmy)

- ————%> - sin(nw() (7.2.12)
3 3
2 n=135,.. " cosh (%)
1 1 1
ro— _ 1] — —_ - = — — T 1 .
der z = |z 5 , Y ‘y 5 NG 5 z, (z,y) €[0,1]

Bytt om z og ¢y dersom y > &
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7.2.2 DERIVERTE RANDBETINGELSER

YA
T=1.0
1.0
aT_, V2T =0 T =00
ox
)
0.0 g -0 1.0 X
oy
Figur 7.8

Istedenfor problemet i figur 7.5 som bare har Dirichlet-betingelser, ser vi na
pa problemet i figur 7.8 som har Neumann-betingelser langs x = 0 og y = 0.

Problemet i figur 7.8 er gitt ved:

o*T  0°T
— 4+ == =0 7.2.13
0x2 + Oy? ( 2)
Randbetingelser:
oT
a—:Oforx:O, O<y<l1
8;1 (7.2.13D)
— =0fory=0,0<z<1
Ay

T=1fory=1,0<z<1
T=0forz=1,0<y<1

Differanseligningen som skal lgses, er som gitt i (7.2.2) med Az = Ay. La
oss se neermere pa hvordan de deriverte randbetingelsene kan behandles. Tar

oT
for oss — = 0 for x = 0. Den andre Neumann-betingelsen behandles pa

ox

samme mate. Legg merke til at vi har diskontinuiteter i hjgrnene (1,0) og
(1,1). Hjgrnet (0,0) kan ogsa lage problemer.
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Yy A

j+1
T, . T .
T—l,j - - Tz,j
j—1
> X
1=-1 1=0 1=1 1=2
Figur 7.9
Ved bruk av sentraldifferanser:
Tv; —T 1,
W =0—-T1,="T, (7.2.14)
Ved bruk av foroverdifferanser fra (5.1.5):
or| =30, + 4T — Tiyo,
ox i N 2Ax
som for 8—T =0 for x = 0 blir:
Oz
4Ty ; — Ty ;
Ty = —L—>1 3 = (7.2.15)

For problemet ovenfor, gir (7.2.14) og (7.2.15) temmelig like resultater.
(7.2.15) forer til litt kortere program nar vi bruker iterasjonsmetodene i
avsnitt 7.3.

Vi Igser n& problemet i figur 7.8 der vi bruker beregningsmolekylet gitt i
(7.2.10). I vart tilfelle blir (7.2.10):

Ug + Up + Ue + Ug — by =0 (7.2.16)

Nummereringen er som gitt i figur 7.10 pa neste side. Vi har valgt & behandle
Neumann-betingelsene ved bruk av (7.2.14) og dette er indikert pa figuren ved
bruk av de stiplete linjene.
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1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

———
|
|

]‘;4 :___ 7113 Ti‘l 7115 7716 0.0

|
|

7—;0 |L__ 7"9 710 ]‘;1 1”12 0.0

|
| T T T T
5 8

T, |——_— k ! 0.0

|
|
| T T, T, T,

T, ——— 0.0 —>
| | | | | X
| | | | |
| R A D,

T; T T, T
Figur 7.10

Noen eksempler pa bruk av (7.2.16) sammen med randbetingelsene i (7.2.13b):

2Ty + 2Ty — 4Ty = 0
Ty + 2T+ Ts — 4T5 = 0
Ty + 2T + Ty — 4T5 = 0
T3+ 2T5 — 4Ty =0

Ty + 2114 — 415 = —1
Tio +Tig + T15 — 4Ty = —1
Ty + Ty + The — 4115 = —1
Tio +Tis — 4T = —1

Det fullstendige systemet er vist i (7.2.17) pa neste side.
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r—4 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 —4 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 —4 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 1 —4 0 0 0 2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 —4 2 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 —4 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 —4 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 —4 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 —4 2 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1 —4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 —4 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 —4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 —4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

L O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Programmet lap2v1 lgser systemet:

% program lap2vl

clear;
n = 16;
h = 0.25; h2 = hxh;

d0 = zeros(n,1); 7% diagonal
d = ones(n,1); % diagonal
b = d0; % right hand side
% —--- Modify b
for k = 13:16
b(k) = - 1;
end
% --- generate A-matrix ---

A = spdiags([d d0 d0O d -4%*d d d0 40 d],[-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4],

% === Update A ===

AC1,2) = 2; A(1,5) = 2; A(2,6) = 2; A(3,7) = 2;
A(4,5) 0; A(4,8) = 2; A(5,4) 0; A(5,6)
A(8,9) = 0; A(9,8) = 0; A(9,10) = 2;

A(12,13) = 0; A(13,12) = 0; A(13,14) = 2;

% --- solve system ---

T = A\b;

|
N

NOOHOODOODODODOOO

|
OH,];

=

HOOROOODOOOOOOO

W

s

HOOrROOODOOOOOOOO
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e
[eelolojoNoleloNoReo o]

o os or
aos W
[
==

e

2
|

A

(7.2.17)

n,n);

Vi ser at det trengs endel oppdatering av matrisa, men pa grunn av strukturen
kan vi gjore denne oppdateringen automatisk slik at lap2v1 ogsa kan skrives

som vist pa neste side.

% Program lap2v2

clear;

h = 0.25;

nl = 1/h; % No. of unknowns per line
neq = nl~2 ; % Total no. of equations

d0 = zeros(neq,1); 7% diagonal
d = ones(neq,1); 7 diagonal
b = d0; J right hand side

% --- Modify b
for k = 0: nl -1
b(neq - k) = - 1;
end
% --- Generate A-matrix ---
for k = -nl:nl
diagvec(k + nl + 1) = k;
end
A = spdiags([d dO dO d -4*d d 40 d0 d],diagvec, neq,neq);
% === Update A ===
for k = 1: nl % superdiagonal no. nl
A(k,nl + k) = 2;
end
k =1 ; 7 superdiagonal no. 1

while k < neq
A(k,k + 1) = 2.0 ;
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k =k + nl ;
end
% —--- super- and subdiagonal no. 1
k = nl ;
while k < neq
Alk,k + 1) = 0.0
Ak + 1,k) = 0.0
k =k + nl ;
end
% —--- solve system ---
T = A\b;

Utfra denne versjonen har vi laget en versjon lap2v3 der skrittlengden va-

rierer etter formelen h, = on’ n = 0,1,... med h = 0.25. I programmet

begrenser vi oss til n = 3 som gir hg = 0.03125. Utskrift fra beregningen er
vist i tabell 7.1.

Tabell 7.1: Utskrift fra programmet lap2v3

| pkt. [ =025 | h=10.125 | h = 0.0625 | h = 0.03125 | analytisk

T 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
15 0.4669 0.4661 0.4659 0.4658 0.4658
T3 0.3676 0.3650 0.3643 0.3641 0.3641
T 0.2059 0.2026 0.2017 0.2015 0.2014
T5 0.5331 0.5339 0.5341 0.5342 0.5342
T 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
ik 0.3989 0.3967 0.3961 0.3959 0.3959
13 0.2279 0.2240 0.2229 0.2226 0.2226
Ty 0.6324 0.6350 0.6357 0.6359 0.6359
T1o 0.6011 0.6033 0.6039 0.6041 0.6041
11y 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
T2 0.3070 0.3019 0.3002 0.2997 0.2996
T3 0.7941 0.7974 0.7983 0.7985 0.7986
T | 0.7721 0.7760 0.7771 0.7774 0.7774
115 0.6930 0.6981 0.6998 0.7003 0.7004
T16 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

De analytiske verdiene er beregnet fra:

T(x,y) = Z Ay, cosh(Any) - cos(Apx),
e (7.2.18)

der A, = (2n—1) A *2£
" " "\, cosh(\,)’

il
2 )
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7.3 ITERASJONSMETODER

7.3.1 EKSEMPLER

I avsnitt 3.7, innfgrte vi de klassiske iterasjonsmetodene Jacobi, Gauss-Seidel
og SOR i forbindelse med lgsning av ordinsaere differensialligninger. Vi skal her
se naermere pa noen av disse metodene, hovedsakelig brukt pa linezre, ellip-
tiske differensialligninger. Konvergenskriterier er behandlet i avsnitt 7.3.2.
Anta at vi har et system av linesere, algebraiske ligninger A - x = b som ut-
skrevet for et sett av tre ligninger blir:

a11x1 + a1ax2 + a13r3 = by
a2171 + a22T2 + az3x3 = by (7.3.1)

a31T1 + azar2 + azzrz = bz

Skriver (7.3.1) pa fglgende mate:

r1 =11+ aTl[bl — (a11z1 + a12x2 + a1323)]
1
To = To + @[bz — (aglﬂfl + as9xo + aggl‘g)] (7.3.2)

1
T3 = T3+ T%[bg — (a31x1 + azoxo + a33m3)]

Lager oss en iterasjonsprosess ved & skrive:

1

2t = g a—u[ln — (anz!" + a2y + aizzy')]
1

it =2l + TQQ[bQ — (ag1271" + a2y’ + azsry')] (7.3.3)
1

et =2+ a—gs[bg — (az12y" + azoxy’ + azzzy')]

der m og m+1 er iterasjonsnummer. (7.3.3) kan skrives kompakt for et system
av n ligninger:

m+1 _ . m .
xT =+ oy

n (7.3.4)

1 .
ox; = — |b; — aijx;” ,1=1,2,...,n, m=0,1,...
Qg5

=1
Iterasjonsprosessen starter ved a velge verdier x = z ved iterasjon m = 0.

Prosessen i (7.3.4) kalles Jacobis metode. Den kan ogsa utledes direkte fra
lign. (3.7.3) i avsnitt 3.7. Vi ser av (7.3.3) at metoden kan forbedres ved a

sette inn for :1:’1”+1 i den andre ligningen og for wTI'H'l og x%”“ i den tredje
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ligningen, slik at vi far:

1
w{”“ ="+ —[by — (12" + a1925" + a1325")]

ar
1
et = 2 4 a—ﬂ[bg — (a2127" + agexy’ + azsxy')] (7.3.5)
1
P =+l — (e + ase + s

Dette er Gauss-Seidels metode. Ved a multiplisere med en faktor w, far vi enda
en variant:

w
x71"+1 = SUT + 7[()1 — (alll’;n + (Ilzxgn + a13xgn)}

ail
w
xgn-i-l =z + 7a22 [by — (a2127" + agnzy’ + agsxy')] (7.3.6a)
m+1l _ _m w ba — m m m
Zg =x3 + 7@33[ 3 (a31371 + azoxry” + az3Ty )}

Generelt kan (7.3.6) skrives:

m+1 __ _.m .
Z; =; + 655'7,
w i—1 n
. +1 E s
5$/L‘ = af b’L — Zalszn + aikjw}? , 1= 1)2""7”‘7
w k=1 k=1

Faktoren w kalles relaksasjonsparameteren eller relaksasjonsfaktoren. Me-
toden i (7.3.6) kalles sukssesiv overrelaksasjon nar w > 1, vanligvis forkortet
til SOR. w = 1 gir Gauss-Seidels metode. Det kan vises at w ligger i intervallet
(0,2) for Laplace - og Poissonligninger, men w > 1 er mest effektivt. Vi skal
ikke bruke SOR pa ligningsystem gitt pa formen (7.3.1), men isteden bruke
differanseligningene direkte; tilsvarende bruken i avsnitt 3.7.

(7.3.6b)

La oss se pa en Poissonligning:

0u  0%u
— + = = 7.3.7
som diskretisert med Ax = Ay = h gir fglgende differanseligning:

Ui—15 + Ui1,5 + Ui 541 + Uj5—1 — 4Uz‘,j =h2. f@j (738&)

Som vanlig:

wi=axo+i-h, i=0,1,2,...,i
e e (7.3.8)
yj:y0+]'h7j:071,2,---;]max

(Se avsnitt 7.2)

Dersom vi bruker (7.3.6) pa (7.3.8) far vi:
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UZ;-_H = UTJ + 5’&@7]'
S = f m+1 m—+1 m + m 4™ h2 . f ) (739)
Wig = o |Wim1,y Uity Ui Ui — du — B fi
Kan ogsa skrive:
m+1l _ . m w .
uig =iyt Ry
(7.3.10)

1 1
Ri; = [“:T{J + “Z?tl +uity Ui — A — h? - fi,j]
R; ; kalles residuet (avviket) i punkt (4, j).

Lgser na eksemplet i figur 7.4, avsnitt 7.2, med bruk av (7.3.9).

YA

T 7127 713,7 T47 7757
1,7
771,6 715,6 T
71:]11 0]
T o & o —>
o,
T.
2,3
T, ©
’ m+1
7—;,}71
T. T.
2,2 3,2
T,

Figur 7.13

Figur 7.13 viser figur 7.4 med ny indeksering. Vi tar ikke hensyn til symme-
trien. ¢-indeks henviser til x-retningen, j-indeks til y-retningen.
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Randverdier:
Langs x =0:T1,; =0.0, j =1,2,...,
Langsx=1:75,=0.0, j=1,2,...,6
s 5 J (7.3.11)
Langs y =0:T;7 =0.0, 1 =2,3,...,4
Langs y = 1.5:T;7 =100, i =1,2,...,5
Velger startverdier lik 0 for de andre temperaturene. Bruker w = 1.5 og

utfgrer 20 iterasjoner som vist i programmet lapsorlvl nedenfor. h = 0.25.

% program lapsorilvil

clear
nx = 4 ; J parts in x-direction
ny = 6; % parts in y-direction
imax = nx + 1; 7 points in x-direction
jmax = ny + 1; J points in y-direction
T = zeros(imax, jmax); ), temperatures
T(1:imax, jmax) = 100; ) boundary values
omega = 1.5; 7 relaxation factor
% --- Start iteration ---
for it = 1: 20
for i = 2: imax-1
for j = 2: jmax-1
resid = (T(i-1,j)+T(i,j-1) + T(i+1,j) + T(i,j+1) - 4xT(i,j));
dT = 0.25*xomega*resid;
T(i,j) = T(i,j) + dT;
end
end
end

Utskrift av T-matrise:
0 0 0 0 0 100.0000

1.5784 4.0918 9.0575 19.6196 43.1933 100.0000
2.2220 5.7310 12.5185 26.2279 53.1537 100.0000
1.5784 4.0917 9.0575 19.6197 43.1933 100.0000

0 0 0 0 0 100.0000

O O O O O

Resultatet stemmer godt overens med verdiene gitt i avsnitt 7.2. I dette pro-
grammet har vi valgt vilkarlig w = 1.5 og antall iterasjoner lik 20. Vi gnsker
selvfglgelig et program med en selvstoppende iterasjonsprosess. Dessuten er
det gnskelig med en w-verdi som gir feerrest mulig iterasjoner for en gitt
ngyaktighet.

Stoppkriterier
0T;
Eksempelvis kan vi bruke max(07; ;) < &, eller max ]> < é&r.

i?j
Eventuelt kan vi bruke residuet isteden. Andre alternativ:

1 1 6T;
RIS PO

N er antall beregningspunkt. I (7.3.12) kan residuet brukes istedet for 67; ;. I
den forste uttrykket bruker vi en absolutt toleranse, mens vi bruker en relativ

<toly, |Tij| #0  (7.3.12)
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toleranse i det siste. Velger a bruke fplgende alternativ til (7.3.12):

> 25 16T ] “to max (|07 ;)
22225 1Tl " max (|T;4)

(7.3.13) gir en slags midlere relativ feiltest. Vi summerer over alle beregnings-
punktene i disse formlene. Fra figur 3.10 i avsnitt 3.7, ser vi at antall iterasjoner
er en funksjon bade av w og h, der vi bruker Ax = Ay = h. Lager derfor
et program der vi kan variere skrittlengden h. I programmet lapsorlv2 pa
neste side, kan vi forandre h i trinn med h, = 4, n = 0,1,... Bruker

DICE]
22 2241070 41 T
S ST < tol,, som stoppkriterium.

< tol, (7.3.13)

Figur 7.14 viser antall iterasjoner som funksjon av w og h med tol, = 10~°

300

250

h = 0.43125 /

200
| -
o)
C
S
& 150
E /
2 \ h = 00625

100 \//

o T h=0,125 \ //
\ /
h =025 N I ey
[ h=0 I ==
0

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Figur 7.14
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% program lapsorlv2

clear

n = 0;

fac = 27 (n+1);

imax = 2xfac + 1; 7 points in x-direction
jmax = 3xfac + 1; 7 points in y-direction
T = zeros(imax, jmax); 7% temperatures

T(1:imax, jmax) = 100; 7 boundary values
reltol = 1.0e-5; 7 relative iteration error
omega = 1.95; % relaxation factor
relres = 1.0; it = 0;
% --- Start iteration ---
while relres > reltol
it = it + 1;
Tsum = 0.0; dTsum = 0.0;
for i = 2: imax-1
for j = 2: jmax-1
resid = T(i-1,j) + T(i,j-1) + T(i+1,j) + T(i,j+1)-4xT(i,j);
dT = 0.25*omega*resid;
dTsum = dTsum + abs(dT);
T(i,j) = T(i,j) + dT;
Tsum = Tsum + abs(T(i,j));
end
end
relres = dTsum/Tsum;
end

max(]075,5])

max(T]) < tol, som stoppkriterium, vil itera-

Dersom vi isteden bruker
sjonlgkka bli:

while relres > reltol
it = it + 1;
Tmax = 0.0; dTmax = 0.0;
for i = 2: imax-1
for j = 2: jmax-1
resid = T(i-1,j) + T(i,j-1) + T(i+1,j) + T(i,j+1)-4*T(i,j);
dT = 0.2b5*xomega*resid;
dTmax = max(dTmax, abs(dT));
T(i,j) = T(i,j) + dT;
Tmax = max(Tmax, abs(T(i,j));
end
end
relres = dTmax/Tmax;
end

Resultatet blir stort sett det samme for dette tilfellet.
Optimal relaksasjonsparameter

Med optimal menes her den verdien som gir feerrest mulig iterasjoner nar w
holdes konstant under hele beregningen. For Laplace- og Poisson-ligninger pa
rektanguleere omrader er det mulig 4 beregne en slik optimal w som vi vil
kalle den teoretisk optimale.

La L, og L, vere utstrekningen av rektanglet i henholdsvis z- og y-retning.

Med den samme skrittlengden h i begge retningene, setter vi:
L, L,
Ng = —/—, ny = ?

. der n, og n, blir antall deler i henholdsvis z- og y-retning.
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ng og ny skal veere heltall. Den teoretisk optimale w er da gitt ved:

p= %[COS(W/nx) + cos(m/ny)]
(7.3.14)

2
w=———"-—
14 +/1—p?
Dersom skrittlengden h er forskjellig i x- og y- retning med h = h, i x-retning
og h = hy i y-retning, far vi isteden for (7.3.14):
cos(m/ny) + (hy/hy)? - cos(m/ny)

b= T+ (ha P S

Dersom omradet ikke er rektangulsert, kan vi bruke Garabedians estimat:

2
w = y
143.014-h/VA

A er arealet av omradet (7.3.16)

La oss regne ut w fra disse formlene for eksemplet der L, = 1, L, = 1.5 og
A=1L, L,=15.

h (7.3.14) | (7.3.16)
0.25 1.24 1.24
0.125 | 1.51 1.53

0.0625 | 1.72 1.74
0.03125 | 1.85 1.86

Vi ser at Garabedians estimat stemmer godt overens med de teoretisk eksakte
verdiene i dette tilfellet. Figur 7.14 stemmer ogsa godt overens med verdiene
i denne tabellen.
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Bruk av SOR pa eksemplet i 7.2.2

Vi lgser na temperaturproblemet i figur 7.8. Nummereringen blir som vist
nedenfor i figur 7.15.

Y
T,

15 =1 Tz,5:1 T3,5:1 T,;=1 T;s =1
———
|
|
T,, :——— L T Tas L T;, =0
|
| T T T
712’3 I___ 1,3 2’3 3,3 T4’3 715320
| ;
|
| T T T T,
712,2 I——— b 22 > - T5,2:O
|
|
Tz,1 !___ TM Tz,1 Ts,1 T4,1 T5’1=0
| | | | |
| | | | |
L1
T1,2 T2,2 T?,,z T4,2
Figur 7.15

Vi bruker ogsa her falske punkt som indikert med de stiplede linjene. For T ;
far vi spesielt:

1 1
T = E(TI,Q +Tio+To1+To1) = §(T1,2 +T51) (7.3.17)

Beregningen startes ved iterere langs y = 0 med start i 75 1. Deretter itereres
langs = = 0 med start i 77 9. Etterpa itereres i en dobbel lgkke over de indre
punktene. Tilslutt beregnes 77 ; fra (7.3.17). Beregningen er vist i programmet

o . . o i > |0T; 5
lapsor2 pa neste side. Vi har brukt stoppkriteriet % < tol, samt
i 2ajldi,g
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optimal w fra (7.3.14) og tipper T' = 0.5 som startverdier for hele feltet unntatt
for de gitte randbetingelsene. Ngyaktigheten er som i utskriften for lap2v3 i
avsnitt 7.2.2.

% program lapsor?2

clear

net = 1;

h = 0.25;

hn = h/2"(net -1);

nx = 1/hn; ny = nx;

imax = nx + 1; 7 points in x-direction
jmax = ny + 1; J points in y-direction
T = 0.5*ones(imax,jmax); % temperatures
% —--- Compute optimal omega ---

ro = cos(pi/nx);

omega = 2/(1 + sqrt(l - ro~2));
T(1:imax, jmax) = 1; % boundary values along y = 1

T(imax,1:jmax-1) = 0;% boundary values along x = 1
reltol = 1.0e-5; J, relative iteration error
relres = 1.0; it = 0;
% --- Start iteration ---
while relres > reltol
it = it + 1;
Tsum = 0.0; dTsum = 0.0;
% --- boundary values along y = 0 ---
for i = 2: imax - 1

resid = 2*T(i,2) + T(i-1,1) + T(i+1,1) - 4*T(i,1);
dT = 0.25*omega*resid;
dTsum = dTsum + abs(dT);
T(i,1) = T(i,1) + dT;
Tsum = Tsum + abs(T(i,1));
end
% --- boundary values along x = 0 ---
for j = 2: jmax - 1
resid = 2%T(2,j) + T(1,j-1) + T(1,j+1) - 4*T(1,j);
dT = 0.2b5*xomega*resid;
dTsum = dTsum + abs(dT);
T(1,j) = T(1,j) + dT;
Tsum = Tsum + abs(T(1,j));
end
for i = 2: imax-1
for j = 2: jmax-1
resid = T(i-1,j) + T(i,j-1) + T(i+1,j) + T(i,j+1)-4xT(i,j);
dT = 0.25*omega*resid;
dTsum = dTsum + abs(dT);
T(i,j) = T(i,j) + 4T;
Tsum = Tsum + abs(T(i,j));
end
end
T(1,1) 0.5%(T(2,1) + T(1,2));
relres = dTsum/Tsum;
end
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Startverdier og randbetingelser

Vi venter a fa raskere konvergens dersom vi tipper startverdier som ligger
neer den korrekte lgsningen. Dette er typisk for ikke-linesere ligninger, mens
vi star mer fritt til & tippe startverdier nar vi lgser linezere ligninger uten at
det gar utover konvergenshastigheten. For temperaturproblemet i figur 7.4 for
eksempel, er det lite forskjell i antall iterasjoner om vi starter iterasjonen med
a tippe T' = 0 i hele feltet eller om vi starter med 7" = 100. Den optimale w
for dette tilfellet er ogsa uavhengig av startverdiene.

Situasjonen er helt forskjellig for tilfellet i figur 7.8. Vi lgser ogsa her en lineser
ligning, men har mer kompliserte randbetingelser der vi foreskriver tempera-
turen langs to render (Dirichlet-betingelser) og den deriverte av temperaturen
langs de to andre rendene (Neumann-betingelser) . Dessuten er temperaturen
diskontinuerlig i hjgrnet x = 1, y = 1. I hjgrnet x = 0, y = 0 er den korrekte
lgsningen T" = 0.5 fra den analytiske lgsningen. Dersom vi tipper T' = 0.5
som startverdier i hele feltet, far vi rask konvergens med optimal w lik den
teoretiske fra (7.3.14). Dersom vi avviker litt fra 7' = 0.5 som startverdi, er
ikke lenger den optimale w lik den teoretisk optimale. Situasjonen blir som
vist i figur 7.16 nedenfor.

180

/
|
/
160
/
/
140
h = 0{03125
120
—
GCJ ..... - ]
100 i B
O ,,,,,,,
'a ............ //
S gofnrf — =
:.qz) ————— / h ={0.0625
60 |
-------------------- ,
40 /,' """" i T o
ool ——

0
0.5 0.502 0.504 0.506 0.508 0.51 0.512 0.514 0.516 0.518 0.52
startverdier

Figur 7.16
De stiplete linjene pa figuren er for den optimale w som her skiller seg fra

den teoretisk optimale. Vi ser at selv om vi velger den optimale w, vil antall
iterasjoner veere avhengige av startverdiene. Figur 7.17 nedenfor viser den
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optimale w som funksjon av startverdier. Vi ser at allerede nar startverdien
er lik 0.51, er w blitt konstant.

2
h = D.031285
1.9
h =10.0625
1.8
v h=0425
16 /
+ h=10.25
& 15
8 L
1.4

1.1

1.3 /
1.2

1
0.5

0.502 0.504 0.506 0.508 0.51

0.512 0.514 0.516 0.518 0.52

startverdier

Figur 7.17

Tabellen nedenfor viser den teoretisk optimale w etter formel (7.3.14) og

(7.3.16)

h (7.3.14) | (7.3.16)
0.25 1.17 1.14
0.125 1.45 1.45

0.0625 | 1.67 1.68
0.03125 | 1.82 1.83

Vi ser at tabell-verdiene stemmer godt med verdiene i figur 7.17 nar startver-

dien for iterasjonsprosessen er 0.5.
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Eksempel 7.2 Eksempel pa en ikke-linezer ligning

YA

u=0
1.0
u=0 Viu +u?=-1 u=0
>
0.0 u=0 1.0 X
Figur 7.18

Vi gnsker a lgse en ikke-lineser Poisson-ligning pa kvadratet i figur 7.18:

Ou 07
T 8—;; =1 (7.3.18)

der u = u(z,y) og u = 0 pa rendene.

Denne ligningen er bare svakt ikke-linezer, kalt semi-lineser i avsnitt 4.3, men
den illustrerer fremgangsmaten.

Vi diskretiserer pa vanlig mate med skrittlengde h i begge retningene:

V2ui,j + uf’j +1=0—

1
ﬁ[ui—i-l,j + w15 + wij—1 — 4dus 5] + u?’j +1=0

eller:
fijg = wir1j + w1+ w1 —4uj + h2(u?7j +1)=0 (7.3.19)
Hererz;=h-(i—1),i=1,2,... 0gy;=h-(j—1), j=1,2,...

Nummereringen er vist i figur 7.19 for tilfellet A = 0.25.
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u1,5=0 u2,5=0 u3,5=0 u,;=0 us; =0
U u u
2.4 3.4 44 _
Uy =0 us, =0
u2 3 u3,3 u4’3 0
U,=0 Us s =
u u u
_ 2.2 3,2 42 B
Uip = 0 Usy = 0
—>

U, = 0 Uy, = 0 Usy = 0 Uy = 0 Usy = 0 5%

Figur 7.19

Som vi gjorde i avsnitt 3.7, lgser vi (7.3.19) med Newtons metode ved a se pa
den lokalt som en funksjon der vi forandrer en variabel etter tur.

I dette tilfellet blir iterasjonsprosessen:

upy =iy + Su
S (uk,)
ouj j = —wro—~ (7.3.20a)
Y TS (uw)
6uLj
Her blir:
upy = utt for k< i, 1< j
o (7.3.20b)
ug, = upy ellers
of . f
Ju, AR ugoe Ouij = w — s (7.3.20c)

Programmet npoisor pa neste side bruker (7.3.19) og (7.3.20)

% program npoisor
% We may select different nets
% by specifying the parameter net.

h
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% net = 1 -> h = 0.25, net = 2 -> h = 0.25/2
% giving hn = h/2"(net -1)

clear

net = 2;

h = 0.25;

hn = h/2 (net -1);

nx = 1/hn; ny = nx;

hn2 = hnx*hn;

imax = nx + 1; 7% points in x-direction

jmax = ny + 1; J points in y-direction

% --- Initial values including the boundaries ---
u = zeros (imax, jmax);

)

% —--- Compute optimal omega ---

ro = cos(pi/nx);

omega = 2/(1 + sqrt(l - ro~2));

reltol = 1.0e-5; /), relative iteration error
relres = 1.0; it = 0;

% —--- Start iteration ---

while relres > reltol

it = it + 1;

usum = 0.0; dusum = 0.0;

for i = 2: imax-1

for j = 2: jmax-1
facl = 4 - 2%hn2%u(i,j) ;
fac2 = hn2*(u(i,j)"2 + 1);
resid = u(i-1,j)+u(i,j-1)+uli+1,j)+uli,j+1)-
4xu(i, j)+fac2

du = omega*resid/facl;

dusum = dusum + abs(du);

u(i,j) = u(i,j) + du;

usum = usum + abs(u(i,j));

end
end
relres = dusum/usum;
end
u
q =
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0178 0.0278 0.0330 0.0346 0.0330 0.0278 0.0178 0
0 0.0278 0.0448 0.0539 0.0568 0.0539 0.0448 0.0278 0
0 0.0330 0.0539 0.0654 0.0691 0.0654 0.0539 0.0330 0
0 0.0346 0.0568 0.0691 0.0730 0.0691 0.0568 0.0346 0
0 0.0330 0.0539 0.0654 0.0691 0.0654 0.0539 0.0330 0
0 0.0278 0.0448 0.0539 0.0568 0.0539 0.0448 0.0278 0
0 0.0178 0.0278 0.0330 0.0346 0.0330 0.0278 0.0178 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
§:¢§:jM7}J|

Utskriften ovenfor er for h = 0.125 og vi har brukt stoppkriteriet =<7+ <
22 2251Ti 1

tol, med tol, = 1075. Startverdien u = 0 for hele feltet er naturlig i dette
tilfellet. Vi har brukt (7.3.14) til a beregne den optimale w. Tabellen nedenfor
viser ogsa den virkelig optimale w for starverdien u = 0.

h (7.3.14) | Virkelig

0.25 1.17 1.19
0.125 1.45 1.46
0.0625 1.67 1.69

0.03125 1.82 1.83
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I dette tilfellet far vi god overenstemmelse selv om ligningen er svakt ikke-
linezer.

7.3.2 KONVERGENSKRITERIER

Vi gar tilbake til et linezert ligningsystem Ax = b som for et tilfelle med 4
ukjente blir:

a1121 + a12x2 + a1373 + a14T4 = by
a1 + a2 + 4233 + a244 = bo
as1x1 + azar2 + a33r3 + azaxs = b3

4121 + 422 + a4373 + a44T4 = by

Innfgrer fglgende matriser:

all 0 O O 0 0 O 0 0 ail2 ais ailq

_ 0 a2 0 0 IR a1 0 0 0 _ _ 0 0 az3 a4

D= 0 0 ass 0 ’ L= asi as2 0 0 U= 0 0 0 as4q

0 0 O aq4 a41 a42 a43 0 0 0 O 0
(7.3.21)

D er en diagonalmatrise og L og U er henholdsvis en nedre og en gvre tre-
kantmatrise. Koeflisientmatrisa A kan da skrives: A =D — L — U slik at lig-
ningsystemet blir:

Dx=(L+U)x+b (7.3.22)
Med bruk av notasjonen i (7.3.22), kan Jacobis iterasjonsmetode i (7.3.3)
skrives:
Dx™! = (L+U)x™ +b
som gir:
x™ =D YL +U)x™+D b (7.3.23)
Setter:
Gy=D YL+U) (7.3.24)

Gy kalles iterasjonsmatrisa for Jacobis metode. Nar ligningene er skrevet pa
matriseform, gjelder de selviplgelig for et vilkarlig antall ukjente.

Tilsvarende for Gauss-Seidels metode i (7.3.5):

Dx™! = Lx™" L Ux™ + b
som gir:

x™t — (D - L)"'Ux™ 4+ (D -L)"'b (7.3.25)



7.3. ITERASJONSMETODER 293

Setter:
Ggs=(D-L)"'U (7.3.26)
Gas kalles iterasjonsmatrisa for Gauss-Seidels metode.
For SOR- metoden i (7.3.6):
(I-wD'L)x™ = [(1 —w)I+wD'UX™ + wD 'b
som gir:

x" = (I - wD L) (1 - w)I+wD U™ + (I-wD 'L)'wD'b

(7.3.27)
Setter
Gsor = (I—wD'L)7 (1 —w)I+wD™ U] (7.3.28)
Gsor kalles iterasjonsmatrisa for SOR-metoden.
Gauss-Seidel fas som et spesialtilfelle ved a sette w = 1.
Vi har delvis fulgt fremstillingen som er gitt i Smith [6], side 266.
Vi ser at alle tre metodene kan skrives:
x™H = Gx™ + ¢ (7.3.29)

G star her for Gy, Ggs og Gsor

Ved konvergens blir x™+1

= x" = x slik at det eksakte systemet kan skrives:
x=Gx+c (7.3.30)
Vi kaller feil-vektoren i den m’te iterasjonen for e™ slik at
e =x—-x" (7.3.31)
Ved a trekke (7.3.29) fra (7.3.30) far vi:
e = Ge™ (7.3.32)
Derav folger:
e =Ge" ! =Gl ? =Gl =... = G™e’ (7.3.33)

der €™ er feilvektoren i den fgrste iterasjonen, altsa forskjellen mellom start-
verdiene og de rette verdiene.

Dersom prosessen i (7.3.32) og (7.3.33) skal konvergere for vilkarlige startver-
dier x°, ma fplgende betingelse veere oppfylt:

lim G™ =0 (7.3.34)

m—r00
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En ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for a oppfylle (7.3.34), er at tallver-
dien for den stgrste egenverdien i G er mindre enn 1.

Dette skrives:
P = |Amaz| <1 (7.3.35)

Absoluttverdien av den stgrste egenverdien av en matrise A kalles spektral-
radien og betegnes ofte med p. Skrives gjerne p(A) nar det er ngdvendig a
henvise til den underliggende matrisa. (Se A.5).

I Smith [6] er bade ngdvendigheten og tilstrekkeligheten vist under forutset-
ningen av at alle egenvektorene av G er uavhengige. Et generelt bevis er mer
kronglete og kan finnes i mer avansert litteratur, f.eks Hageman & Young [15].

Folger derfor Smith og antar at iterasjonsmatrisa G har dimensjon n x n og
har n uavhengige egenvektorer vy, k=1,2,...,n.

Feilvektoren €° i den forste iterasjonen kan da utrykkes i egenvektor-rommet
ved:

n
eO =cC1Vy+cava+ -+ vy = chvk
k=1
der ¢, k=1,2,...,n er skalarer
Na far vi:
n
1 _ 0 _ —
e' =Ge’ =1Gvi + Gva + -+ GV = > Gy (7.3.36)
k=1

La A\, veere den k’te egenverdien slik at med v som den k’te egenvektoren,
far vi Gvy = A\pvg som innsatt i (7.3.36) gir:

n
elz E ck)\kvk
k=1

Dette er for den forste iterasjonen.
For den m’te iterasjonen:

e =" cr(A) Vi (7.3.37)

(7.3.37) gir da folgende:
Nodvendig betingelse

Dersom lim,, ,,e™ = 0 skal gjelde for vilkarlige startvektorer x° og da ogsa
for vilkarlige feilvektorer €”, ma [\ <1, k=1,2,...,n.

Tilstrekkelig betingelse
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Dersom |Ag| < 1, k =1,2,...,n, fglger umiddelbart at € — 0 for en vilkarlig
0
e’.

Dette betyr at at de klassiske iterasjonsmetodene konvergerer hvis og bare
hvis spektralradien for iterasjonsmatrisa er mindre enn 1.

Vi kan ogsa bruke (7.3.37) til a si noe om konvergenshastigheten. Til det
trenger vi vektor- og matrisenormer. Henviser her til A.5. La oss se pa et
egenverdiproblem Ax = Ax, x # 0, . Med bruk av lign. (A.5.8)

[1Ax|| = [|Ax]| = [Al[[x]|
[lAx|| < [|A[] - [x]]
som gir:
AL [1x[] < [JA]]- [l
eller:
A < ||A]| (7.3.38)

Merk at A star for alle egenverdiene slik at spesielt p(A) < ||A]]
Fra (7.3.32):
et = Ge™ — |l = (|G| - [[e™]

Anta na at etter at vi har utfort m iterasjoner, gjgr k ekstra:
k k
e8] = (|G| - [[e™]] (7.3.39)

Sorterer egenverdiene etter storrelse: |A1| > |A2| > [A3] > -+ > |\,
Her er A\; = Apaz 08 p = |Amaz|- Merk at vi har antatt at A; og Ay ikke faller
samimen.

Fra (7.3.37):

e =i A'v1 4+ o A\y'vo + -+ cp At vy, = [|€7]] < er AT v |+ |[ea NS vl

+ - ||en A V|

- llewvall+ 32 Heavall +--+ 132 lewval
For tilstrekkelig store verdier av m:
lle™|| = |M|™||cavi]| = p™||erva]] (7.3.40)
Fra (7.3.38), (7.3.39) og (7.3.40) folger:
m+k k|jam H m+k” k
le™ 5[] ~ p¥[le™|] — TEaTaRA (7.3.41)

Vi gnsker spesielt & finne for hvilken verdi av k er ||€™**|| en tiendepart av
[le™ ]l
e+ _ 1

k
= — ~ 7.3.42
o] —10°F (7.342)
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Ved bruk av den Briggske logaritmen i (7.3.42):

1
ke~ — 7.3.43
logyo(p) ( )

k angir hvor mange iterasjoner vi ma utfgre for & vinne ett desimalsiffer.
Storrelsen

kalles ofte det midlere konvergenstallet.
Istedenfor den Briggske logaritmen brukes gjerne den naturlige.

Ved bruk av matrisenormer kan vi finne tilstrekkelige betingelser for konver-
gens. La oss f. eks. velge Jacobis metode, lign.(7.3.22) med iterasjonsmatrisa
gitt 1 (7.3.24):

G;,=D YL +0)

For systemet i (7.3.21):

M1
revs (1) 0 0 0 a2 a3 au
0 s 0 0 a1 0 a23 A4
Gy=- 1 :
0 0 = 0 az] asg 0 as4
0 0 0 | laun a2 asz O
- (7.3.45)
0 @2 @3
all ail ail
az1 a3 a2a
— _ | a2 a2 a22
a3l azz () a3
ass ass ass
a1l a2 a3 ()
La44  aq4 Q44

En matrise A kalles strengt diagonaldominant dersom:

n
> Z la; ;| for alle 1 <i<mn (7.3.46)
J=1, j#i

| @i,

Anta na at A er strengt diagonaldominant. Da blir tallverdien av alle leddene
i G; mindre enn 1. Bruker matrisenormen ||A||s samt (7.3.38):

n
A< 11Glle = s 3 1Gs| < 1
J:

Med andre ord: Dersom iterasjonsmatrisa er strengt diagonaldominant, kon-
vergerer Jacobis metode uavhengig av startvektoren. Det kan vises at dette
ogsa gjelder bade Gauss-Seidel og SOR ogsa.
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Eksempel 7.3 Eksempel ved bruk av Gauss-Seidels metode

La oss lgse fglgende system Ax = b med fire ukjente der vi bruker Gauss-
Seidels metode:

2 -1 0 07 [n —il
~1 3 -1 0| |aa] |4
0 —1 3 —1| |az| |7
0 0 -1 2] |4 0

Dette systemet har lgsningen 1 = 1, x9 = 3, x3 = 4, x4 = 2. I praksis ville vi
selvfglgelig ikke bruke Gauss-Seidels metode pa et slik system, men systemet
er sa enkelt at det er mulig & analysere det.

Lign. (7.3.21) blir i dette tilfellet:

2 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0
D*0030’_U*0 0 0 71_L*0 -1 0 0
00 0 2 0 0 0 0 0 0 -1 0
Videre far vi:

2 0 0 0 £ 0 0 0

-1 3 0 o0 5 £ 2 0 0

D-L=1, _; 3 o P-L = 1% 2 : 0

0 0 -1 2 = i 5 3

Iterasjonsmatrisa Ggg i (7.3.26) blir na:

02 0 0
. B & & @
Ges=(D-L)"U= |/ § §
Oy d
36 18 6
Beregner egenverdiene av iterasjonsmatrisa:
—A % 0 0
Ly 1 0
det(Ggs — AI) = det 8 64 li)\ 1 =0
18 9 L3
0 % @® & A

Vi far en enkel 4. grads ligning: A\2(\? — %)\ + %) = 0 med lgsning:
0= A1 = 0.3692, Ay = 0.0752, Az = Ay = 0

Vi kan selvfglgelig bruke Matlab direkte til & finne egenverdiene:

> Ggs = [0 1/2 0 O0; O 1/6 1/3 0; O 1/18 1/9 1/3; 0 1/36 1/18 1/6];
>> eig(Ggs)

ans = 0 0.0752 0.3692 0.0000

>>

Da tallverdien for alle egenverdiene er mindre enn 1, fglger at Gauss-Seidels
metode konvergerer for dette tilfellet. (Systemet er strengt diagonaldomi-

nant). Konvergenstallet —log,(p) fra (7.3.44) blir —log,(0.3692) = 0.4327
slik at k =~ 2.3 som betyr at vi ma utfgre litt mer enn to iterasjoner for hvert
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desimalsiffer vi gnsker.

Gauss-Seidel systemet i (7.3.25) blir i vart tilfelle:

1™ [0 % 0 0] [=]™ [-3

i) 0 = 0 0 i) 1

B R B O IR S R O
B9 9 18
1 4

4 0 55 18 5l L2a 36

Vi skriver et lite Matlabprogram som utfgrer iterasjonsprosessen:

% Program GStest
Ggs = [0 1/2 0 O0; O 1/6 1/3 O0; O 1/18 1/9 1/3 ; 0 1/36 1/18 1/6];
c=1[-1/2; 7/6 ; 49/18; 49/36 1;

x = zeros(4,1); J Startverdier
for k = 1:12
x = Ggs*xx + c;

fprintf (’ %6.4f %6.4f 76.4f Y6.4f \n’,x’)
end
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>> GStest
-0.5000 1.1667 2.7222 1.3611

0.0833 2.2685 3.5432 1.7716
0.6343 2.7258 3.8325 1.9162
0.8629 2.8985 3.9382 1.9691
0.9492 2.9625 3.9772 1.9886
0.9812 2.9861 3.9916 1.9958
0.9931 2.9949 3.9969 1.9984
0.9974 2.9981 3.9989 1.9994
0.9991 2.9993 3.9996 1.9998
0.9997 2.9997 3.9998 1.9999
0.9999 2.9999 3.9999 2.0000
1.0000 3.0000 4.0000 2.0000
>>

Vi ser at i dette tilfellet konvergerer Gauss-Seidels metode raskt, noe som
skyldes at spektralradien er liten og godt separert fra Ao. Desverre er nok ikke
forholdene sa gunstige for de tilfellene der vi gnsker & bruke iterasjonsmetoder.
Anta at vi skal lgse en Poisson-ligning V2u = f(x,%) pa et enhetskvadrat, se
f.eks. figur 7.18, og la skrittlengden veere h i begge koordinat-retningene.

For dette tilfellet er det mulig & finne spektralradien analytisk, se. f.eks Hage-
man & Young [15]. Vi finner folgende uttrykk:

Jacobis metode:

p =cosh(mh) ~ 1 — (W?Q for sma h (7.3.47a)
Gauss-Seidels metode:
p = cosh?(wh) =~ 1 — (rh)? for sma h (7.3.47b)
SOR: 1 — sinh(7h) ,
p= ~ 1—2nh for sma h (7.3.47¢c)

14 sinh(rh)
Tilfelle (c) er basert pa optimal w.

Vi husker at betingelsen for konvergens er at spektralradien p < 1. For sma
h neermer spektralradien seg raskt 1 for alle metodene, men seerlig er dette
tydelig for Jacobi- og Gauss-Seidels metode. Tabellen nedenfor viser dette
klart.

: — 1 — 1 — 1
Spektral radius | h=55 | h=¢; | h= 155
pJ 0.9952 | 0.9988 | 0.9997

PGS 0.9904 | 0.9976 | 0.9994
PSOR 0.8215 | 0.9065 | 0.9521

Dette vises enda tydligere nar vi beregner antall iterasjoner som behgves for
a vinne ett desimalsiffer, se lign. (7.3.43).

Iterasjoner | h=g | h=¢; | h= 13
kg 477 1910 7644
kas 239 955 3822
ksor 12 23 47
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Konklusjon: Det er bare SOR som er praktisk brukbare av disse metodene.

P& grunn av denne konklusjonen, har vi bare brukt SOR pa eksemplene i
dette avsnittet med unntak av et demo-eksempel med Gauss-Seidel. Det er
mulig & forbedre SOR betraktelig. Vi kan f.eks. variere w for hver iterasjon
etter bestemte skjema istedenfor & la den vaere konstant i hele iterasjons-
prosessen. Legg ogsa merke til at SOR, med Gauss-Seidel som spesialtilfelle,
er avhengig av nummereringen. Vi kan forbedre konvergensen ved f.eks &
bruke sjakkbrett-nummerering, dvs: Fgrst gjennomlgpe 1, 3,5, ... og deretter
2,4,6,.... Den SOR-versjonen vi har brukt kalles punkt-SOR fordi vi gar
fra punkt til punkt. Her er det forbedringspotensiale ved heller & operere
pa hele blokker, eventuelt hele linjer. For dem som er interessert i disse
variantene, henvises til Press [9] og Hageman & Young [15] der det ogsa
finnes programmer. Det er sjelden bryet verdt & bruke disse mer avanserte
versjonene fordi det idag finnes mer effektive iterasjons-metoder. Fordelen
med den enkle SOR-metoden vi har brukt, er at den er lett & programmere
bade for linesere- og ikke-lineaere ligninger. Legg merke til at nar vi brukte
direkte-lgsere i avsnitt 7.2, matte vi sette opp hele matrisa pa forhand. Dette
var forholdsvis enkelt i de viste eksemplene, noe som ofte ikke er tilfelle ellers.
Samtidig var vi avhengige av de innebygde lgserne i Matlab.

Dersom du gnsker & bruke iterasjonsmetoder pa et fint nett, bgr du bru-
ke noen av de nyere metodene. Disse gar under betegnelsene Flernett-
metoder(Multigrid) og Krylov-metoder. En god introduksjon til Flernett-
metoder finnes i Briggs [19]. En rekke av Krylov-metodene finnes tilgjenge-
lig i Matlab. Stikkord er her bicg, cgs, bicgstab, pcg, gmresoggmr. Skriv f.eks
doc gmres og se pa eksemplene. Istedenfor matrisene som er gitt i eksemplene
der, kan du bruke koeffisient-matrisene fra eksemplene i avsnitt 7.2. Se Saad
[28] for mer om Krylov-metoder.Mange av disse metodene er ogsa behandlet
av Kelley [25] med nedlastbare Matlabprogram.



TILLEGG A

MATEMATISK
BAKGRUNNSTOFF

A.1 BRUK AV KOMPLEKSE TALL

Figur A.1

Figuren viser det komplekse planet med z-aksen som den reelle aksen og y-
aksen som den imaginaere. Et komplekst tall z skrives pa formen

z=x+ 1y (A.1.1)

der x = Re(z) og y = Im(z) . Den komplekse enheten ¢ = v/—1 . Absolutt-
verdien(lengden) av z betegnes |z| og er definert ved:

|z| = Va2 + y? (A.1.2)
Eksempel A.1
Med z1 =3+44i, 20 =3—4ifas: |21 = V32 +42=50g |22 =V32+42=5

Noen regler for regning med tallverdier.

301
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z z
|m¢ﬂ:mymm1:Lj (A.1.3)
Dessuten gjelder trekant-ulikheten:
‘Zl‘i‘ZQ‘ < ’21|—|—‘Z2’ (A.1.4)

Eksempel A.2

Gitt z1 = a + ib, z0 = ¢ — id der a,b,c og d er reelle.

Far da:

2122] = |a +ibljc —id] = +/(a®+b2)- (2 + d2)

B |21] B la? + b2
I 2+ d?

I det forste tilfellet kan vi selvfglgelig fgrst multiplisere a +i-b med ¢ — 1 - d
og deretter ta tallverdien. Dette er ikke lurt, og det lgnner seg heller ikke &
forst gjore nevneren reell i det siste tilfellet. Betingelsen |z| < 1 betyr at vi
ligger pa og innenfor enhetsirkelen; se figuren.

21

<2

Merk at dersom z er reell, dvs. z = x, betyr |z| < 1 at —1 <z < 1. Det
samme gjelder dersom z er rent imagineer: |z| = |i-y| =|y| < 1= -1 <y < 1.

Eksempel A.3
Gitt:

g=cos(0) —2K -i-sin(d) , K >0 . Bestem K slik at |[g| <1, V¢

lg|? = cos?(8) + 4K?sin?(§) = 1 —sin?(8) + 4K?sin?(6)
=1+sin?(0)- (4K%2—1) = 1—sin?(0)(1 —4K?)
Betingelsen
gl<1=gf<1=
1 —sin?(6) - (1 —4K?) < 1= —sin?(6) - (1 —4K?) <0

Derav:
1 —4K?% >0 som gir K <

N

Eksempel A.4

Legg merke til dette eksemplet.
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Gitt: [g|> = (1—2-C)? der C er et reelt tall. Bestem C slik at |g| < 1. Vi far:
(1-2-0)2=1-4C+4C?’<1=C-(1-C)>0somgir: 0<C<1

Vi kan ogsa skrive:
lgl=11-2C|<1=-1<1-2C <1 Som igjen gir 0 < C <1
Eller:
|g|2:(1—2-0)2:>|g| =+4(1-2-C)<1lsomogsagir0<C<1

Eksempel A.5

Gitt:
1 —7[1—cos(d)] +r-isin(6)

~ 147l —cos(8)] +r-isin(d) ’
Bestem 7 slik at |g| <1

r>0

g

Med z =1 — cos(d) > 0 for alle § , far vi:

s (11— rz)? + r? sin2(5) 9 9
91" = (14 7x)2 + r2sin?(0) S1=(-rof<(trs)

som alltid er oppfylt uavhengig av r. Vi kan selvfglgelig multiplisere ut:

1—27“x+r2x2§1+2mc+r2:c2:>r-:v20

Eksempel A.6

Et litt mer komplisert eksempel.

Gitt:
@ —(2-b-g+1=0
Bestem b (reell) slik at |g] <1 .

Dette er en 2. grads ligning med lgsning:
(2-b)£+b-(b—14)

2
For b > 4 far vi to reelle rgtter, for b = 4 en reell rot, og for b < 4 far vi
to komplekse rgtter. Vi ma behandle tilfellet med reelle og komplekse rgtter
hver for seg.

g12 =

Reelle ratter med b > 4.

Setter b=4+¢, € > 0 som gir:

—(24+¢e)E\/(4d+e)-e [2"‘5"‘\/(4‘*‘5)'5}

gi2 = 9 y 92 = 9
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Dermed far vi: [g2] > 1 for b > 4 som viser at betingelsen |g| < 1 ikke kan
oppfylles for b > 4. Merk at begge rgttene ma ha tallverdi mindre eller lik 1,
og Vi ser at go gir det mest kritiske tilfellet.

Forb=4farvigi =go = —1.

Komplekse rotter med b < 4.

(2-b)+/—1-(46—0%) _2—b+iy/b-(4-0)

2 2

gi12 =

Derav:

\mﬂ2=%~ﬂ2—w2+bw4—w]:1

Vi konkluderer med at betingelsen |g| < 1 bare kan oppfylles for b < 4 med
lg ’mm =1.

Nar vi har a gjgre med rgtter av nte grads-polynomer, kan det veere lurt
a huske pa at produktet av rgttene er lik konstantleddet med koeffisienten
foran n’te gradsleddet er lik 1.

I vart tilfelle blir dette: g1 - g2 = 1 = |g1] - |g2| =1
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A.2 LINEARITET

A.2.1 Lineszr og ikke-lineser fjeer

A
F F=x

Figur A.2

Figuren viser en fjeer der relasjonen mellom krafta og forlengelsen i det ene
tilfellet er gitt ved F = x , mens det andre tilfellet er gitt ved F = 22 . 1
det fgrste tilfellet har vi linezer respons, mens responsen i det andre tilfellet
er ikke-linezer (parabel). Sammenhengen mellom kraft og forlengelse for den
linezere fjeera er gitt ved:

Fx)==z (A.2.1)

Dersom vi pafgrer forlengelser z1 og xo , far vi tilhgrende krefter
F(z1) = F1 = z1 og F(x3) = F» = x9 . Vi pafgrer sa en forlengelse
T = x1 + 22 og innser umiddelbart at den tilhgrende krafta F' = F; + F5 . Det
er ogsa klart at dersom vi bruker forlengelsen x = ¢q - 1 + ¢2 - 22 der ¢; og ¢
er konstanter, vil den tilhgrende krafta F' veere F' =c¢1 - F1 +co - F> .

Definerer en lineaer operator L(x) ved:

L(c-z)=c- L(x) (A.2.2a)
L(l‘l + 1‘2) = L(.’L’l) + L(J?Q) (A.2.2b)

(A.2.2) kan settes sammen til en betingelse:

L(ci -z +ca-x2) =c1- L(z1) + c2 - L(x2) (A.2.3)

der ¢, c; og co er konstanter.
Definisjonen (A.2.3) anvendt pa (A.2.1) gir:

Flep-x1+co-m)=x=c1-21+co 29 =01 F(21) + 2 - F(22)

F(z) er i dette tilfellet en lineser operator.

Definisjonen i (A.2.2) eller (A.2.3) kan utvides til et vilkarlig antall elementer,
men det er tilstrekkelig med to for & avgjgre om operatoren er linezer eller ikke.
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For den ikke-linezere fjeera er sammenhengen mellom kraft og forlengelse gitt
ved:

F(x) = 2* (A.2.4)

Bruker (A.2.2a):
Flc-z) = (c-z)?2=c* 22 " |
.2.5a
= 2 F(z)#c-F(x)

Dersom vi isteden bruker (A.2.2b):

F(z1+x3) = (21 +22)? = 2% + 22+ 22179
(A.2.5b)
= F($1)+F(IE2)+2$1$2 #F(l‘l)—f-F(IEQ)

Bade (A.2.5a) og (A.2.5b) viser at F' i dette tilfellet er en ikke-lineser ope-
rator. Rent mekanisk har vi en ikke-linezer fjeer. Det er ofte lettest a bruke
(A.2.2a), men dersom (A.2.2a) er tilfredstillt, ma ogsa (A.2.2b) benyttes.
Kan selvfplgelig bruke (A.2.3) direkte. I de fleste tilfeller der vi bruker
begrepet linearitet, er det ikke mulig & henvise til en figur med et rettlinjet
diagram. Det er definisjonen i (A.2.2) som bestemmer om en relasjon er lineger.

Litt lakonisk sier(A.2.3):
Dersom x1 og zo er lgsninger, er ogsa summen 1 + T2 en lgsning.

Bruker na den matematiske pendelen til & vise forskjellen mellom en lineser
og en ikke-lineser differensialligning.

A.2.2 Matematisk pendel

mg
Figur A.3

Fig. A.3 viser en matematisk pendel som svinger friksjonsfritt i vertikalplanet.
Ligningen for pendelbevegelsen er gitt ved:

d*0
W + w2 . 51n(0(t))
(A.2.6)
der w2 =4
er wy I

Rekkeutvikling av sin(#) rundt § = 0:
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. 02 6
sin(f) = 6 — i + S (A.2.7)
For sma verdier av 6 er sin(f) ~ 6 som innsatt i (A.2.7) gir:
d*9

(A.2.8) er den lineariserte versjonen av (A.2.6).

Vi skal na vise at (A.2.8) er lineeer ifglge definisjonen gitt i (A.2.2).
d?0
dt?

La 601 og 63 veere to lgsninger av (A.2.8) og sett 6 = ¢1 - 61 + c2 - 02 som innsatt
i(A.2.9) gir:

Setter F'(0) = +wi-f (A.2.9)

d?(c101 + cof
F(c101 + c262) = w + Wi - (c101 + cabs)
d20 d?6,

= 0
+cp- wo 1+ C—> a2

dt2 —+co - wo )

= 1 F(61) + c2F(62)

F(0) er ifolge (A.2.2) en lineser operator og (A.2.8) er en lineeer differensial-
ligning.
Tester na (A.2.6) og setter:

d*0
F(0) = 2 + wa - sin(h) (A.2.10)
Far na fra (A.2.2a):
d?0 d*0

F(c-0) = +wd - sin(c-0) #c—a +c-wi-sin@) =c- F() (A.2.11)

“az “a

F(0) som gitt i (A.2.10) er folgelig en ikke-lineser operator og (A.2.6) en ikke-
lineser differensiallligning. Vi kan isteden bruke (A.2.2b):

d?(6; + 6 ,
F(01+62) = W + wd - sin(0; + 6-)
d?0 420,
- dtzl +wp - sin(61) cos(62) + 2 + w3 - sin(f) cos(6;)

# F(01)+ F(6h)

Betingelsen for linearitet blir da som ventet cos(f;) = cos(62) ~ 1
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Vi har vist at det viktige ved linearitet er at summen av to (eller flere)
lgsninger ogsa er en lgsning. Ligningen for den matematiske pendelen er av 2.
orden, og teorien viser at differensialligningen da har maksimalt to uavhengige
lgsninger. For en n'te orden differensialligning vil vi fglgelig fa maksimalt n
uavhengige lgsninger.

En n/te orden linesr, ordinser differensialligning kan skrives pa formen:

an (@)Y (@) + an—1y V(@) + - + a1 (2)y () + agy(x) = b(z)  (A.2.12)

der y® k= 0,1, ...,n henviser til den k’te deriverte av y(z) og 4O (z) = y(z) .

Lineariteten av (A.2.12) kan pavises som ovenfor. Dersom en eller flere av koef-
fisientene ay, ogsé er funksjon av minst en y*) | k = 0,1, ..., n , er differensiallig-
ningen ikke-lineser. Hovedproblemet med ikke-linesere differensialligninger er
nettopp at vi ikke lenger kan legge sammen lgsningene. Vi sa dessuten ovenfor
at konstantene ogséa inngar ikke-linesert. Teknikken med rekkeutvikling, f.eks.
i potens-rekker og Fourier-rekker kan ikke lenger brukes i det generelle tilfellet.
Vi har dermed mistet vart viktigste redskap til a finne en analytisk lgsning.
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A.3 KORT OM FOURIER-REKKER

A.3.1 NOEN STANDARDBETEGNELSER

En funksjon f(z) kalles periodisk med periode 2L dersom f(z) = f(z + 2L)
Ser pa funksjonen

gm(z) = sin(Bpx) = sin (%x) der B, = % ,m=1,2,... (A.3.1)
1) x er tiden t
. . . 2r 2L
Bm kalles vinkelfrekvensen (radianer pr. sek.) med periode P, = 5— = —
m m
1 m
Frekvensen f,, = — = — (Hertz) (sykler pr. sek.) (A.3.2)
P, 2L

2) x er en romkoordinat Perioden P,, kalles na bglgelengden \,, gitt ved:

27 2L
N\, = — == A.3.3
" Bm om (A.3.3)
. mm . . .
Vinkelfrekvensen f,, = T betegnes na som bglgetallet med dimensjon

radianer pr. lengdeenhet.

Det er vanlig a bruke symbolet k for bglgetall istedenfor 8 . Merk at det
er bare nar 2L = 27 at bglgetallet angir hele bglger. Betegnelsene bglgetall,
vinkelfrekvens og frekvens brukes omhverandre.

A.3.2 Litt om dispersjon

Gitt funksjonen

u(z,t) = Asin(¢) = Asin(f — wt) , ¢ = fasen (A.3.4a)
u(z,0) = Asin(fz) = f(x) (A.3.4b)
La oss undersgke om (A.3.4) er en lgsning av adveksjonsligningen
ou ou

(Denne ligningen er behandlet i avsnitt 4.2 og 4.6 i kapittel 4, samt kapittel
6)

0
—Z = [BAcos(¢) som innsatt i (A.3.5) gir:

Vi finner: gu _ —wAcos(¢) , 3

ot
apff —w =0 (A.3.6)

Ligning (A.3.6) kalles en dispersjonsrelasjon. Vi innfgrer fasehastigheten, ogsa
kalt forplantningshastigheten gitt ved:
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cy 3 (A.3.7)
Med bruk av (A.3.6) blir fasehastigheten c¢; = ap = konstant som betyr
av startprofilet u(z,0) forplanter seg uforandret i positiv z-retning. Dersom
vi skriver (A.3.4a) som up(x,t) = A,sin(B, —wyt), n = 1,2,... , vet vi at
u(z,t) =Y 7 uy ogsa er en lpsning da (5) er en linezer ligning. Dette betyr
at et generelt startprofil u(x,0) = f(z) ogsa forplanter seg uforandret med
konstant hatighet ¢y = ap . En slik bglge kalles ikke-dispersiv.

Tilfeller der ¢y = % ikke er konstant kalles dispersive bglger. I dette tilfellet vil
de forskjellige bglgene forplante seg med forskjellig hastighet, slik at profilen
forandrer seg. Figuren nedenfor viser tilfelle med konstant og variabel

A A

dp

Figur A.4

Pa figuren til venstre har vi konstant fasehastighet ¢y , mens vi til hgyre har
en fasehastighet som varierer med [, uttrykt ved varierende helning ill—"/;. Vi
har fglgelig dispersive bglger nar % #* ill—%’ . Stgrrelsen g—‘:@’ kalles gruppehastig-
heten og betegnes c4. Det kan vises at energien i en bglge forplanter seg med
gruppehastigheten. For ikke-dispersive bglger faller forplantnings-hastigheten
og grupphastigheten sammen. I avsnitt 4.6 i kapittel 4 er det gitt flere ek-
sempler pa ligninger med dispersive lgsninger.

A.3.3 REKKEUTVIKLING AV KONTINUERLIGE
FUNKSJONER

En periodisk funksjon f(z) kan under temmelig generelle betingelser utvikles
i en trigonometrisk rekke( Fourier-rekke) gitt ved:

f(z) = % + i <an cos (%x) + by sin (%x)) (A.3.8)
n=1

dw
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Koeffisientene i A.3.8 beregnes fra:

1 aver nm
an = f(z) - cos <Tm> dz
(A.3.9)
1 aver . (nm
by, = 7 f(x) Sln( 7 x) dx

Vanlige valg erL = 7w og d = —m eller 0.

Ved bruk av Eulers formel e*"® = cos(nx) 4 isin(z) der i = /=1 , kan
(A.3.8) og (A.3.9) skrives:

fo) = 3 O (A.3.10)
der
1 L nm
cn='/ fl@) e VET = 0,41,42, .. (A.3.11)
2L J_;

Vi har her valgt d = —L .

Nar f(z) er reell, har vi fplgende relasjoner mellom koeffisientene i (A.3.9) og
(A.3.11):

00:@’ Cn:an—i-bn ’ C_n:an—i—i-bn

5 5 5 ,n=12.. (A3.12)

A.3.4 Eksempler pa rekkeutviklinger
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Tilfellel: y=f(x)=1,0<x<7x

YA
— 1 | |
I I I
| | | g
—7 | 0 7| I o
X
I I I
| 1 | |
Tilfelle 2: y = f(x) =|x , —w<x<rx
yA
I I
I I
I I
| | S
X
- 0 4 27
Figur A.5
Tilfelle 1
Vi rekkeutvikler funksjonen y = 1 for 0 < < 7 i en sinusrekke ved & forlenge
den utenfor grunnintervallet som en odde funksjon. Med L = 7 og d = —7 ,
far vi fra (A.3.8) og (A.3.9):
1 = > bysin(nz)
1 2(1 —
bp = — [ sin(nz)de = 2(1 = cos(nm))
T nm
Med cos(nm) = (=1)", n=1,2, ..., far vi:
fa@)=1=2 i L sin(na) (A.3.13)
ST n e
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Vi ser at rekka konvergerer langsomt da koeffisientene avtar som %

For z = & eksempelvis, far vi Leibnitz rekke for m som vi har stiftet bekjent-
skap med i appendiks G, del G.6 og del G.9.

Figuren nedenfor viser (A.3.13) for n = 1,3,5,...,19 (10 ledd) med det vel-
kjente Gibbs fenomen for x = 0 og = .

Tilfelle 2 Vi rekkeutvikler funksjonen y = |z| for —m < 2 < 7 som vi forand-
rer til en rekkeutvikling av funksjonen y =z , 0 <z < 7wogy = —z + 2,
m < x < 27w som en cosinusrekke ved a forlenge den utenfor grunnintervallet
som en jevn funksjon. Med L = 7 og d = 0, far vi fra (A.3.8) og (A.3.9):

o
_%
f(z) = 5 +nz::1an cos(nx)
1 s 2
ay =— {/ x-dw—i—/ (—x+27r)-dx] =
T 0 s
L[ /[" 2 2 —1
ap =— [/ x cos(nz)dx +/ (—z +2m) cos(nx)dw] = %7;))
s 0 T ™n
Med cos(nm) = (—1)" , n=1,2,..., far vi:
T o4 = 1
flz) = 5 = Z 3 cos(n) (A.3.14)

n=1,3,5...
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Merk at funksjonen i tilfelle 1 er den deriverte av funksjonen i tilfelle 2. Vi ser

. Dette skyldes at funksjonen her er kontinu-

1
2

erlig. Hadde funksjonen dessuten hatt kontinuerlig derivert, ville koeffisientene

at koeflisientene her avtar som

.19 (10

. Figuren nedenfor viser (A.3.14) for n = 1,3,5, ..

1
3

ledd). Da funksjonen er kontinuerlig, har vi intet Gibbs fenomen.

ha avtatt som

Figur A.7

A.3.5 Fourier-rekker for diskrete funksjoner
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2Ax
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(A.3.15)
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Figur A.8
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Diskretiserer intervallet [0, L] i M deler
L
Ar = —
M
Den diskrete versjonen av (A.3.10) er gitt ved:
M
fi= ) Am-e
=M

Vi gnsker a bruke den komplekse formen i forbindelse med stabilitetsanalyse
m

av differanseligninger der f(z) bare er kjent i diskrete punkter z;.
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hvor vi har innfert bglgetallet 3, fra (A.3.1).

I (A.3.15) summerer vi fra —M til M slik at den komplekse formen gjelder for
intervallet [—L, L] .

Den stgrste bglgelengden Apqxs = 2L gir det minste bglgetallet Byin = T .
Den korteste bglgelengden far vi nar m = M:

L
som gir det hgyeste bglgetallet
M s
pu— = — = A. .1
ﬂmaks BM L Ax ( 3 7)

(Se figur ovenfor)

Hele bolgespektret pa intervallet [0, L] dekkes fplgelig av:

Bm:m'ﬁmm:m% ,m=0,1,2,... M (A.3.18)
Legg merke til at vi har tatt med m = 0 som inkluderer 5y = 0 . I rekke-

utviklingen (A.3.15) tilsvarer dette konstanten Ay .

Sterrelsen 4, = B, - Az er et dimensjonslgst bglgetall eller fasevinkel der

T m L m
Om = Pm - Az = mZAJ} =myor = Mas (A.3.19)

. . .. . . . T
Denne fasevinkelen varierer i intervallet [—, 7] i skritt pa A

Omradet rundt § = 0 er folgelig omradet med lavest bglgetall (frekvens), og
d neer m er omradet med hgyeste bglgetall (frekvens).

Nar vi undersgker den numeriske stabiliteten av linezere (lineariserte) diffe-
ranseligninger, vil vi finne at numerisk instabilitet vanligvis er et hgyfrekvent
fenomen. Det er derfor vanlig & prgve § = w . Legg merke til at selv om
skrittlengden er Az , er den minste bglgelengden 2Ax . I maleteori er det
velkjent at vi ma male med den dobbelte frekvensen av den vi gnsker & gjen-
gi. (Nyquist-kriteriet). Det at en hgyere frekvens skjuler seg under en laverer
frekvens, kalles ”aliasingpa engelsk. Figuren nedenfor viser et slikt tilfelle.
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Aliasing

Figur A.9

y1 = cos(5mx) er den heltrukne kurven, men yo = cos(27x) er den stipla. Disse
to funksjonene har sammenfallende verdier for xx = (k —1)/4, k = 1,2,...,9
pa intervallet x € [1,2] . De ni verdiene er avmerket med ringer pa figuren.
La oss anta at vi ved en beregning har funnet disse ni verdiene og gnsker &
interpolerer med for eksempel med en trigonometrisk funksjon y = cos(mmz) .
Dersom vi bare har disse punktene, kan vi ikke avgjore om m = 3 eller m =5
fordi den mer hgyfrekvente funksjonen g1 skjuler seg i den mer lavfrekvente
funksjonen yo. Vi mé derfor regne med finerer nett for & avgjgre hvilken er
den rette.

A.4 KORT OM LINEZARE
DIFFERANSELIGNINGER

En lineser, inhomogen differanseligning av orden IV med konstante koeffisienter
kan skrives pa fglgende form:
YitrN FON-1 " YirN—1+ -+ bo-yi=c¢ , i =0,1... (A.4.1)
Vi har her antatt by =1 . Dersom ¢; = 0 er ligningen homogen.
Eksempler:
Yirr —Yi = 1
Ved a sammenligne med (A.4.1) ser vi at her er by = —1 og ¢; = 1 slik at vi

har en 1. ordens inhomogen differanseligning.

Yir2 —2Yit1 +yi =0
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Her har vib; = =2, by = 1 og ¢; = 0 . Differanseligningen er fglgelig homogen
og av 2. orden.
Yit1 —2yi +¥i-1 =10

For a fa denne til & stemme med formen i (A.4.1), ma vi gke indekset i med 1
slikati+1 —i+2,7—1+10gi—1 — 7. Dette betyr at denne siste ligningen
er identisk med den rett ovenfor ; en 2.ordens homogen differanseligning.

Analogien mellom (A.4.1) og en linezer differensialligning av orden N er klar
da den sistnevnte kan skrives pa folgende mate:(bare homogendelen)

Yy (@) + an-1 -y V(@) + -+ a0 y(z) =0 (A42)

Her betyr y™)(z) den N'te deriverte av y(z) . (A.4.2) kan lgses ved & anta en

partikulaer lgsning y(z) = A - e"* som innsatt i (A.4.2) gir et karakteristisk
polynom:

N tay_g N 440 =0 (A.4.3)

Dersom rgttene i (A.4.3) betegnes ri, 72, ...,y , kan lgsningen av (A.4.2) skri-
ves:

y(x) =Ar1- e+ Ay e 4 Ay - eV (A.4.4)

A1, As, ..., Ay er her konstanter som kan bestemmes fra initial-betingelser.

Dessuten har vi for enkelthets skyld antatt at rgttene i (A.4.3) er distinkte:

ri;érj,i;éj, i,j:1,2,...,N

Vi forsgker samme fremgangsmate pa differanseligningen i (A.4.1) og ser forst
pa den homogene ligningen, dvs. ¢; = 0 . Antar en lgsning pa formen y; = o'
der a # 0 . ( Dette er y; = " med r = In(«) ). Innsatt i (A.4.1) far vi:

ai+N + belaH—N_l N boai

som etter divisjon med o' gir det karakteristiske polynomet:

pla) =a™ +by_1aV T+ by aaN R4 b =0 (A.4.5)

1) Distinkte rgtter
Distinkte rgtter af, ab,...,af i (A.4.5):

o Ao, m#n, mn=12.,N
Den homogene lgsningen av (A.4.1) kan da skrives:

yi = Crad 4+ Coaly + - - -+ Cnaly (A.4.6)

der C1,C5,...C er konstanter som kan bestemmes fra initial-betingelser.
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2) Sammenfallende rgtter
Vi begrenser oss til tilfellet at de sammenfallende rgttene er en dobbelrot.

La oss forst se pa en ordineer diff. ligning:
y'(x) =2m-y/(z) +1=0
med lgsning

y(az) = Clemw + Czerzw der ri2=m + \/m

der r12 er rgttene av det karakteristiske polynomet r2 —2mr+1 =0 fra
(A.4.3). For m = 1 far vi en dobbelrot 71 o = 1, slik at vi far en lgsning y; = e*
. Den andre lgsningen finnes ved a sette yo = u(x) - y; inn i diff.ligningen som
gir v (z) =0 = u(z) =z

Total 1gsning:
y(x) = Cre® + xCye” (A.4.7)

Fremgangsmaten er den samme for en differanseligning.

Antar at o = a3 er en dobbelrot av homogendelen av differanseligningen gitt
i (A.4.1) . Da vil det karakteristiske polynomet i (A.4.5) inneholde faktoren
(a—a1)?

Fra (A.4.5) far vi da:

dp
= - = A4
pr) =0, P(ay) =0 (A.45)
Eksempel:
pla)=a? =20 +1=(a—1)*
Her er @ = 1 en dobbelrot som gir p(1) =0, ;l—p(l) =0
a

Med a; som dobbelrot, vil vi analogt med (A.4.7), fa en lgsning av differan-
seligningen som inneholder leddet y; = 1 -} slik at lgsningen vil veere pa
formen:

y; = Crad 4+ Cyi - ob + - + Cnaly (A.4.9)

med o1 = ag
La oss vise dette.

Setter y; =i - af inn i (A.4.1) med C; = 0:
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(1 )oY by i (i + N = D)otV by i ad

+N
ot [z (a{\’ +by ol +---b0> +ag - (Na{v‘l +by_1(N —1)ad 2 +---b1)}

ol (z -plag) + Oz1d2(a1)> =0
hvor vi har benyttet (A.4.8).

Nar differanseligningen er inhomogen som i (A.4.1), er den fullstendige
Igsningen summen av homogenlgsningen og en partikuleerlgsning.

Vi ser pa det enkle tilfellet at ¢; = ¢ =konstant i (A.4.1). Tipper parti-
kuleerlpsningen y?” = A der A er en konstant, som innsatt i (A.4.1) gir:

c
14+ byoi+tbvoa++bo

Totallgsningen med konstant hgyre side er da gitt som summen av (A.4.6)
eller (A.4.9) og (A.4.10).

yP (A.4.10)

Eksempel A.7
Yi+3 = 2Wiv2 — Yit1 +2y; =0
Det karakteristiske polynomet blir:
-2 —a+2=(a—1)(a+1)(a-2)=0
som gir rgttene a; =1, as = —1, az =2 . Vi far da denne lgsningen:
yi = C1 + (—1)'Co + 2Cs

La oss anta at vi har gitt folgende initialbetingelser:

=0, y1 =1, yo = 1 som innsatt gir felgende verdier for konstantene:
Cy =0, Cy =—-1/3, C3 = 1/3 slik at den fullstendige lgsningen av dette
eksemplet blir:

1 1. .
Yi = —g(—l)l + 521 , 1= 0, 1...

Eksempel A.8
Yi+3 — OYi+2 + 8yiy1 — 4y =0

Det karakteristiske polynomet blir:

o3 —5a°+8a—4=(a—22%(a—-1)=0
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Vi ser at o = 2 er en dobbelrot og (A.4.9) gir:

y; = 2'C1 +i2Cy + C3 = 29(Cy +iCy) + C3 , i =0, 1, ...

Eksempel A.9

Gitt fglgende differensialligning;:
v (z) +y(x) =0 (A.4.11)

med initialbetingelse
y(0) =1

Losningen av (A.4.11) er gitt ved y(z) = e™7 .

La oss lgse (A.4.11) numerisk ved bruk av Eulers metode. Vi far da folgende
differanseligning;:
Yir1+(h=1)y; =0, yo=1 (A.4.12)

Det karakteristiske polynomet for (A.4.12) folger fra (A.4.5): a+ (h—1) =0
som gir « =1 — h . Fra (A.4.6) far vi da felgende lgsning:
Konstanten C] bestemmes fra initialbetingelsen yg = 1 som gir C; = 1 .
Lgsningen av (A.1.2) er da gitt ved:

yi = (1 —h)° (A.4.13)
Nar h — 0 skal (A.4.13) gi oss den analytiske lgsningen y(z) = e™* . La oss

undersgke dette naermere.

Innforer forst x; = ih , i = 0, 1... slik at (A.4.13) kan skrives: y; = (1 — h)%
Na har vi at tallet e = 2.718... er definert ved:

e = lim(1 + )% (A.4.14)
t—0
Dermed fglger:
lim (1 — k)% = lim(1 — h)(®)% = ¢ A4l
A (A1)

Lgsningen av (A.4.13) for h — 0 blir da: y(x) = e~* hvor vi har satt z; = x .

La oss undersgke hvilken effekt avrundingfeilen har ved numerisk lgsning av
differanseligningen gitt i (A.4.12). Betegner avrundingsfeilen ved det i’te skrit-
tet med ¢; der €; er begrenset ved |g;| < €, der &, er en maskinavhengig
konstant. Istedenfor (A.4.9), lgser vi na folgende differanseligning:

Yir1 + (b — 1)7 = g1 (A.4.16)
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med initialbetingelse:
bo=14+¢o

Vi ser na pa avviket w; mellom g; og y; ved & definere w; = §; — y; som innfgrt
i (A.4.16) med bruk av (A.4.12) gir folgende differanseligning:
Wit1 + (h = 1)(.01' = &i+1 (A.4.17)

med initialbetingelse:
wo = €0

Da |g;| < &, for alle i, gir folgende differanseligning en gvre skranke for
avrundingsfeilen |w;| som gjgres fra skritt 4 til 7 + 1:
Wit+1 + (h = 1)wi = Gm (A418)

med initialbetingelse:
wWo = Em

Homogenlgsningen av (A.4.18) er identisk med lgsningen av (A.4.12):

wh = 01(1 — h)l

)

Da (A.4.18) er inhomogen med konstant hgyre side, kan vi finne partikuleer-
lgsningen fra (A.4.10):

» Em Em

i1+ (-1 h
Den fullstendige lgsningen blir da:

w,

. Em
W :Cl(l —h)Z—FT

Konstanten C7 bestemmes fra initialbetingelsen wg = &;,:

w0:01+%’”:am—>01:%m(h—1)

Med denne verdien av Cp far vi lgsningen:

wi = %m [1— (1= h)"] (A.4.19)

(A.4.19) viser at w; — 0 nar €, — 0 Samtidig ser vi at dersom skrittlengden
h velges liten, vil vi kunne fa betydelig avrundingsfeil, men ingen numerisk
instabilitet.

Eksempel A.10

Vi lgser igjen ligningen gitt i (A.4.11), men na med sentraldifferanser for y'(z):

Y (z;) =~ % som innsatt i (A.4.11) gir felgende differanseligning:
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Yi+e +2hyit1 —yi =0 (A.4.20)

med initialbetingelse:
Yo =1
(A.4.20) er en homogen 2. ordens differanseligning med karakteristisk polynom
gitt ved:
a® +2ha—1=0
med rgttene a; 2 = —h £ Vh%? +1~ —h £ 1 for sma h.

Fra (A.4.6) far vi da lgsningen:
y; = C1(1 — h)' + Cy(=1)"(1 + h)* (A.4.21)

Vi kan her benytte oss av grenseovergangene gitt i (A.4.14) og (A.4.15) slik
at (A.4.21) kan skrives:

y(z;) = Cre™™ + Cy(—1)'e™ (A.4.22)

Det forste leddet i (A.4.22) er den analytiske lgsningen, mens det andre leddet
er et falskt ledd som skyldes at vi har lgst en fgrste ordens differensialligning
med en 2. ordens metode. Dette andre leddet vil gdelegge lgsningen allerede
for sma z-verdier slik at det foreslatte skjemaet er numerisk ustabilt. Legg
merke til at vi trenger en verdi y(z1) i tillegg til den gitte startverdien i z = 0.
Denne verdien kan f.eks. finnes ved a bruke Eulers metode.
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A.5 LITT NUMERISK LINEAR ALGEBRA

A.5.1 Vektor - og matrisenormer

Nar vi lgser et linesert ligningsystem Ax=Db , vil vi gjerne vite litt om
ngyaktigheten vi kan forvente, og nar vi beregner egenverdier fra Az = Ax
vil vi gjerne vite litt om stgrrelsen av disse for vi starter beregningen. Ved a
bruke normer, kan vi skaffe oss slike opplysninger.

En norm er et skaleert mal for stgrrelsen av en vektor eller matrise. Anta at
vi har to vektorer x og y med n komponenter zp og yr , kK =1,2,...,n. En
vektornorm skal da oppfylle fglgende betingelser:

IIx|| > og ||x]| = 0 bare for x =0
llc - x|| = |¢| - ||x]| for enhver skalar ¢ (A.5.1)

IIx + ¥yl < ||x]| + |ly||(Trekant-ulikheter)

En norm som oppfyller (A.5.1) er p-normen eller Holder-normen:

n 1/p
1%y = (Z |$i|p> ,1<p<o (A.5.2)

i=1

Med p = 1,2 og oo , far vi fglgende tilfeller:

Il = |z1| + [wa] + - + |zn] = 25 |2kl

[xll2 = V]21]2 + 222 + - + |zn? = V/Dopey [7k[? (A.5.3)

Ix||co = max |zx| , k=1,2,...,n

Den siste via en grenseovergang nar p — oo
Fra na av begrenser vi oss til disse tre verdiene av p. Vi har fglgende ulikheter:

oo < [¢llp < 77 [l (A.5.42)
Il < lIxll < v/n - [1x]l2 (A.5.4b)

Funksjonen norm(x, p) i Matlab beregner normene i (A.5.2) for alle p-verdier,
inkludert p = oo . Nar vi utelater p, beregnes ||x||2

Eksempel A.11

>> x = 1:5

X = 1 2 3 4 5
>> norm(x,1) = 15

>> norm(x,2) = 7.4162



324 TILLEGG A. MATEMATISK BAKGRUNNSTOFF

>> norm(x) = 7.4162
>> norm(x,inf) = 5

Merk at (A.5.4b) gir ||x||; < V/5-||x||2 = 16.58... som stemmer bra.

Anta at vi har gitt en reell n x n-matrise A og vi gnsker na en matrisenorm
med forbindelse til vektornormene ovenfor. En mate a gjore dette pa, er a
bruke folgende definisjon:

A
1A] = mazd®XL 5 g (A5.5)

[l

Matrisenormer som tilfredstiller (A.5.5), oppfyller fglgende betingelser:

|A|| > 0 og [|A| =0 bare for A =0

llc- Al = |¢| - ||A]| for enhver skalar ¢
|A + B < ||A| + ||B||(Trekant-ulikheten) (A.5.6)
IAB < [A[lB]]

[Ax| < [[A][]lx]| for alle x
For p=1,2 og oo gir (A.5.6) disse normene:

|All1 = maxi<j<n > i |aij| (maks. kolonnesum)

|All2 = 1/p(AAT)(spektral-normen) (A.5.7)

[Alloo = maxi<i<n )7, |a;;| (maks. linjesum)

Den positive kvadratrota av egenverdiene av matrisa AAT kalles de singulaere
verdiene av matrisa A. Disse beregnes med funksjonen svd i Matlab. (svd
star for singular value decomposition). Dersom matrisa A er symmetrisk, er
de singulaere verdiene lik absoluttverdien av egenverdiene for A.

Absoluttverdien av den stgrste egenverdien av en matrise A kalles spektral-
radien og betegnes med p eller p(A) for a henvise til den underliggende
matrisa. Eksempelvis er ||A|| lik kvadratrota av spektralradien for matrisa
AAT som igjen er lik den stgrste singulaere verdien av A.

Med
Ax = Ax = [|[Ax|| = [[Ax]| = [A[llx[| < [|A]} - [[x]]

fglger
|A] < ||A|lsom igjen gir

p(A) < |A| (A.5.8)
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Dersom matrisa A er symmetrisk, blir
A2 = p(A) (A.5.9)

Vi har blant andre, fglgende ulikhet:

[Allz < VAL - 1Al (A.5.10)

Som for vektorer, beregner funksjonen norm(A,p) normene i (A.5.7).
Eksplisitte formler finnes bare for tilfellene i (A.5.7). For de andre p-verdiene
er beregningen rent numerisk. Spektralnormen er mye mer tidskrevende
a beregne enn de to andre, og brukes derfor mest for sma matriser og i
teoretiske overlegninger.

Eksempel A.12

> A =1[123;456; 7 8 9]
A= 1 2 3

4 5 6

7 8 9

>> norm(A,1) 18

>> norm(A,2) = 16.8481
>> norm(A) = 16.8481
>> norm(A,inf) = 24

Ulikheten i (A.5.10) gir ||A|2 <20.78...

A.5.2 Lineare ligninger

Vi skal lgse den linezere ligningen Ax = b og vil undersgke hvor stor forand-
ringen 0x i lgsningen x blir nar vi gjgr en forandring db i b.

A(x+0x) =b+ b = Adx = b
Den siste ligningen lgst m.h.p dx
sx=A""-0b
Med bruk av normer:
lAx|| = [Ibl| , [|ox]| = A~ - sb]|
Far da:

lox|| - [JA™"-ob|| _ [|6Ax| [|A~"-db] |db]

(| ] Il [obll - [lAx]

lAx]| [[A~"-db] ||ob]]
Il 1] bl
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Med ||Ax]| < [|A] - ||x]| og HcSA_1 - 0b|| < HA‘1|| - |I6b]| fra (A.5.6), far vi
tilslutt:

x| _1y |lobl|
o S A IJAT - T (A.5.11)
x| bl
Definerer tilstandstallet x ved:
k= Al -[[A7Y (A.5.12)
(A.5.11) kan da skrives:
x| [ob|
<kK- (A.5.13)
[BS| bl

Nar det er ngdvendig & henvise til den underliggende matrisa, skriver vi f.eks.
k(A) , og nar vi vil spesifisere matrisenormen, skriver vi K1, ko eller Koo .

For enhetsmatrisa blir x lik 1, og for en singuleer matrise, dvs. en matrise der
determinanten er lik 0, blir k lik co slik at 1 <k < 00 .
For spektralnormen spesielt:

g = Jmaks (A.5.14)

Omin

der op,qks €r den stgrste singulsere verdien av A og 0., er den minste.

Dersom matrisa er symmetrisk, er o,,q4ks 08 Omin absolutt-verdiene av hen-
holdsvis stgrste og minste egenverdi.

Vanligvis vil vi ha perturbasjoner bade i A og b, men det viser seg at ogsa
her er det tilstandstallet x som er avgjorende, selv om forholdene er noe mer
komplisert enn vi har vist i (A.5.11) og (A.5.13).

Dersom vi bare perturberer A, vil vi istedenfor (A.5.13) fa:

1] [6A]]
<k (A.5.15)
Il Al
Generelt vil (A.5.13) og (A.5.15) vaere pessimistisk, men legg merke til likhets-
tegnene, noe som betyr at det finnes tilfeller der skrankene kan néaes.

Eksempel A.13 2 x 2 - matrise

La oss se pa et enkelt, klassisk eksempel tatt fra Forsythe & Moler [13].

1.99

A= [1'00 0'99] som med hgyreside b = [1 97} har lgsningen E]

0.99 0.98

Vi perturberer med éb = [0'000097 1-989903]

0.000106 } som gir by = [1.970106
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Med den nye hgyresiden far vi lgsningen

o _[30000] o [2.0000
1= 121.0203] %% %%~ [2.0203

La oss undersgke hvordan dette stemmer med estimatet i (A.5.13) nar vi
bruker 2-normen.

>> A =[10.99; 0.99 0.98]

A = 1.0000 0.9900
0.9900 0.9800

>> kappa2 = cond(A)

kappa2 = 3.9206e+004

>>

La oss samtidig verifisere (A.5.14) der o,,4ks 0 Omin na er tallverdiene av
sterste og minste egenverdi da matrisa er symmetrisk.

>> s = svd(A)
s = 1.9801
0.0001
>> kappa2 = max(s)/min(s)
kappa2 = 3.9206e+004

Ved bruk av Matlab og 2-normen:

ob
|0b]| = 1.4368 - 10* | ||b|| = 2.8002 som gir # - HHbHH =2.0118

1)
x| = 2. x| = = 1. som gir XH = 2.0102
0% = 2.8428 , ||lz|| = V2 = 1.4142 g HII H

X

Vi ser at for dette eksemplet gir (A.5.13) et meget ngyaktig estimat, noe som
eksemplet ogsa er laget for & gi. Estimatet angir at den relative feilen er rundt
100% basert pa normer, noe som ogsa stemmer godt for komponentene. For
l-normen blir hgyre side av (A.5.13) lik 2.0301 og venstresiden 2.0101. For
oo-normen far vi henholdsvis 2.1094 og 2.0203.

Normalt vil vi ikke ha sa god overenstemmelse, slik at (A.5.13) overesti-
merer vanligvis feilen. Tommelfingerregel: Den Briggske logaritmen (logl0)
til tilstandstallet angir hvor mange siffer som gar tapt i forhold til dem
datamaskinen regner med.

Med k2 = 39206 — lg(k2) ~ 4.6 som da skal bety at vi taper 4-5 siffer. Na
regner Matlab med 15-16 siffers ngyaktighet, men la oss skrive ut beregningen
av x1 fra eksemplet med alle sifferene sammen med de ngyaktige verdiene:

Matlab: x1 =1 ) 190209999998754 —1.0203

Vi ser at estimatet ikke er sa verst, selv om begrepet ”antall sifferer litt diffust.

2.999999999998766 Noyaktig: x; = [ 3.000 ]
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Eksempel A.14 Hilbert - og Pascal-matrise

Det finnes mange matriser der tilstandstallet vokser sterkt med dimensjonen
n. Et av de mest kjente (og berykta) er Hilbertmatrisa H der elementene er
gitt ved:

hij=1/(i+j—1), 4,j=1,2,...,n (A.5.16)
Denne kan kalles direkte fra Matlab. F.eks.:

>> hilb(4)

ans =
1.0000 0.5000 0.3333 0.2500
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429

>>

Det kan vises at for ko far vi en eksponentsiell gkning av tilstandstallet pa
formen ko ~ €35 . Determinanten gar som 227" for store n. La oss lgse
systemet Hx =b med n=70gb=1[10000 0 0]

>> H = hilb(7);
>> cond (H)
ans =
4.7537e+008
>> b = zeros(7,1);
>> b(1) = 1;
>> format long g
>> x = H\b
X = 49.0000000811447
-1176.00000330527
8820.00003230162
-29400.000126924
48510.0002346231
-38808.0002040862
12012.0000673753
>>

De eksakte verdiene er heltallene foran desimalpunktet.
Med log;,(k2) ~ 8.7 , ser vi igjen at antallet tapte siffer stemmer noenlunde.
Nar en matrise er singulser, betyr dette at determinanten av matrisa er

lik 0. Determinanten for det forste eksemplet er —10~% | og for H-matrisa
~ 4.84 - 10725 . Hvorfor ikke bruke determinanten som en test istedenfor



A.5. LITT NUMERISK LINEAR ALGEBRA 329

tilstandstallet ?

Gitt fglgende ligningsystem:

1 00 1
010 = |2| medlgsningz =1, y=20gz2=3
0 0 1 3

INEENS

Determinanten av koeffisientmatrisa er 1 og k =1 .

Ved & multiplisere systemet med 1073° pa begge sider:

10730 0 0 x 1-10—30
0 107% 0 |-|y|l=][2-107%
0 0 10730 z 3-10730

med samme lgsning som ovenfor.

k er fremdeles lik 1, men na er determinanten lik 1079, Vi ser utfra dette at
determinanten ikke er noen god indikator.

Pascal-matrisa er et annet eksempel der tilstandstallet gker raskt med gkende
n. Denne kan ogsa kalles direkte fra Matlab.

>> pascal(4)

ans =
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
>>

Vi kjenner igjen tallene fra Pascals trekant.

n
Det kan vises at ko ~ —— for store n-verdier, mens derimot determinanten er

nmw
lik 1 for alle n. La oss se for n = 10:

>> P = pascal(10);
>> cond(P) = 4.1552e+009
>> det(P) =1

I motsetning til Hilbertmatrisa der alle elementene er < 1 , er elementene i
Pascalmatrisa > 1 . Sa selv om determinanten er lik 1, er ikke matrisa langt
fra & veere singuleer, da den enkelt kan gjgres singulaer ved a trekke 1 fra
elementet P(n,n). La oss vise det.
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>> P(10,10) = P(10,10)-1;
>> cond(P) = 1.7581e+018
>> det(P) = 0

Legg merke til at o egentlig skulle veere co , mens den blir beregnet til et
adskillig lavere verdi. Dette er det beste svd-funksjonen greier i dette tilfellet.
La oss verifisere lign. (A.5.14)

>> s = svd(P);
>> smax = max(s)

smax = 6.446013538263486e+004

>> smin = min(s)

smin = 3.666402874313248e-014

>> smax/smin = 1.758130178062029e+018
>>

Eksempel A.15 Tridiagonal matrise

La oss avslutte med en tridiagonal matrise der vi kjenner egenverdiene pa
analytisk form. Fra avsnitt 3.2.1 i kapittel 3 har vi folgende ligningsystem:

—0,_1 + (2 I ﬁ2h2) 0; — ;11 = d;

b -1 X1 d;
—1 b —1 X9 d2
e =1 - (A.5.17a)
-1 b Xy, d,
der b = 2 + B%h? (A.5.17b)

Forbindelsen mellom antall ligninger n og skrittlengden h = Ax er gitt ved:

1 1
m,n—ﬁ—l,n-h—l—h,nerheltall (A.5.18)

Da koeffisientmatrisa er symmetrisk, far vi fra (A.5.14):

Omaks _ |Amaks| (A.5.19)

/{/2 = =

l or lllatrisa 1 (A:[)ll) er egell\/er(helle gltt \/e(]:
COsS ooag T 0.
k 7 1 D 3 Ly eeey
Maks. fOr k =1:

T
Amaks = b+ 2 cos <n n 1) b+ 2cos(mh)
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Min. for £ = n:

Amin = b+2(:os< "

n +

1> = b+ 2cos(m - nh) = b—2cos(mh)

Innsatt i (A.5.19):

b+ 2cos(mh)
=== A.5.21
A cos(mh) ( )
Na er vi mest interessert i problemer der skrittlengden h er liten.
Fra (A.5.17b):
b =2+ 32h% ~ 2 som det mest ekstreme tilfellet.
(A.5.21) blir na:
oy — b+ 2 cos(mh) _2+2 cos(mh) _ 1+ cos(mh) (A.5.22)
b—2cos(mh) 2—2cos(mh) 11— cos(mh)
(A.5.22) rekkeutviklet for sma h-verdier:
4 2 ) 2\? [2(n+1)
Ro =~ ’/T2h2 - g +O(h ) ~ <7‘(‘h> = |:7r (A523a)
Dessuten: 5 .
].Oglo(/f,Q) ~2- ]Oglo |:(n/7:_):| (A523b)

Vi konkluderer med at ky = O(1/h%) = O(n?) som betyr at tilstandstallet
gker med kvadratet av antall ligninger n, noe som vil veere typisk for denne
typen randverdiproblemer.

La oss lgse ligningsystemet i (A.5.17) med b = 2 for forskjellige verdier av n.
Dette systemet har fglgende analytiske lgsning:

Kk
n+1"’

Dermed kan vi beregne den stgrste relative feilen €,,,1s gitt ved:

T = k=1,2,...n (A.5.24)
Emaks = Max [(zx — x}) /2K , k=1,2,...,n] (A.5.25)

der x er den analytiske lgsningen gitt i (A.5.24), mens x* er den numeriske
Igsningen.

Vi kan ogsa beregne en relativ feil basert pa 2-normen ved
Emaks = HX - X*”/HXH (A526)

Legg merke til at alle tallene i (A.5.17) lar seg representere ngyaktig i data-
maskinen, slik at avrundingsfeilene som oppstar skyldes lgsningsprosessen.
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Matlabprogrammet eksempel3, se neste side, utfgrer beregningen for en rekke
verdier av n.

n K2 1Oglo (’{2) Emaks Enarm

10 4.84e+001 1.68 2.04e-016 1.37e-016
1000 4.06e+005 5.61 2.51e-013 1.12e-013
10000  4.05e4-007 7.61 1.68e-011 7.45e-012
100000 4.05e+009 9.61 5.56e-010 1.20e-010
500000 1.01e+011 11.01  3.75e-007 2.19e-007

Vi ser at log;o(k2) overdriver tap av siffer, men kan igjen brukes som en
tommelfingerregel. For n = 500000 angir log,(x2) et tap av ca 11 siffer slik
at vi bare sitter igjen med ca 5 siffers ngyaktighet med bruk av Matlab,
Mens E,,qks angir en relativ feil pa rundt 4 - 1077 som tilsvarer ca 6-7 siffers
ngyaktighet.

Vi ser dessuten at €,0rm, gir et bra mal for den stgrste relative feilen.

I dette tilfellet er det avrundingsfeil som gir perturbasjoner i data, og vi ser
at tilstandstallet igjen gir essensielle opplysninger om ngyaktigheten vi kan
forvente.

I dette spesielle tilfellet var vi istand til & finne et analytisk uttrykk for xo . For
store matriser er 2-normen og k9 altfor tidskrevende & beregne. Normalt brukes
1-normen eller co-normen som gitt i (A.5.7). Dersom vi bruker 1-normen, kan
vi bruke Matlab-funksjonen condest til a beregne k1 . Dessuten kan vi bruke
Matlab-funksjonen rcond som gir et estimat av 1/k; slik at rcond = 0 betyr
en singulser matrise.

% Program eksempel3

% Beregning av tabell under eksempel 3, del 5.
yA

clear
% n = antall ligninger
fprintf (’ n k2 lgk2 epsmax epsnorm \n\n’);

for n = [10 1000 10000 100000 500000]
A = spdiags([-ones(n,1) ,2*ones(n,1),-ones(n,1)],[-1 0 1],n,n);
d = zeros(n,1);
xa = d;
d(n) = 1;
x = A\d;
fac = 1/(n+1);
for k = 1:n

xa(k) = kxfac;’% Analytisk lgsning
end
f = cos(pi/(n+1));
k2 = (1 + £)/(1 - £); % Tilstandstall
lgk2 = logl0(k2);
epsmax = max(abs((xa - x)./xa));
epsnorm = norm(xa - x)/norm(xa);

fprintf (’%8.0f %10.2e %7.2f %11.2e %11.2e \n’,n,k2,1gk2,epsmax,epsnorm);
end
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DEN MATERIELLDERIVERTE
La f = f(t,z,y,2) veere en vilkarlig, kontinuerlig deriverbar funksjon. Den
materiellderiverte av f er gitt ved:

. Df Of af af of

= — = = — — —_— B.0.1

=D o T Ty T Vs (B0.1)
der hastighetsvektoren V = {u, v, w}.
Andre betegnelser er partikkelderiverte og substansiellderiverte.
I fortsettelsen opererer vi for enkelhets skyld i to dimensjoner(dz =1 ).

BEVARELSE AV MASSE ( KONTINUITETSLIGNINGEN)

y A opv
0
pv+——dy
oy
pu
> ay| — pu+a'iudx
ox
dx
o]
>
X
Figur B.1
Fra figur B.1:

333



334 TILLEGG B. GRUNNLIGNINGER

(pu + %d:ﬁ — pu)dy + (pv + aaf;vdy — pv)dz + %difdy =0
som gir:
% % %P; _0 (B.0.2a)
eller
dp .
a5 +div(pV) =0 (B.0.2b)

Ved a utfgre derivasjonen i (B.0.2):

op op ou ap ov
ot "o TPax Ty TPa, =0

som gir:
Dp Oou Ov
— — 4+ —1=0 B.0.3
Dt +p<8$+6y) ( 2)
som ogsa kan skrives:
D
D? +p-divV =0 (B.0.3b)

Definerer en inkompressibel fluid ved:

Dp
— =0 B.0.4
Dt (B.0.4)
som impliserer:
Oou Ov
divV=—+ —=0 B.0.5
v Ox + oy ( )

Spesialtilfellet p = konstant i hele fluiden impliserer selvfglgelig inkompressi-
bilitet.
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BEVEGELSESLIGNINGENE

ar
4 Tyt —2dy
y oy
- e
O'X 2
« | — > o+ ;ﬂﬁ
dx
_—
Tay
-
X
Figur B.2

Newtons lov i z-retning;:

Du do or.
pdxdyﬁ = <0$ + a—;dac — ax> dy + <7‘my + T?dy — Txy) dx
som gir:
Du 0oy = OTuy
p =
Dt Ox oy
Dv_ 0my 00, (B.0.6)
Dt ~ oz Ay
MATERIALLIGNING
Materialligning for en inkompressibel Newton fluid:
o
Oy = — —
B ov

ou n ov

Toy =0 | — + —

2y =H Oy Oz
Her betyr p [Pa-s] den dynamiske viskositetskoeffisienten. (B.0.7) gir en lineser
relasjon mellom spenninger og hastighetsgradienter. Merk at lineariteten im-
pliserer isotropi i motsetning til Hookes lov for et fast materiale der vi spesifikt

ma kreve isotropi. For en kompressibel fluid inneholder material-ligningen to
uavhengige parametre.

Den kinematiske viskositeten v er definert ved:

— L m?/s 0.
V—p[ /s] (B.0.8)
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Siden definisjonen inneholder p, brukes v stort sett bare i sammenheng med
inkompressible fluider.

Noen tallverdier ved 20°C og 1 atm. trykk:

Vann Luft
pu=10"3Pas pu=18-10"°Pas
v=10"%m?/s v=15-10"° m?/s

NAVIER-STOKES LIGNINGER FOR EN INKOMPRESSIBEL
FLUID

Materialligningene (B.0.7) innsatt i (B.0.6):

+ 2u

Dt T ox Ox? 0y? + 0x0y
__ o, Ou O OPu  Ov
T o " Hog2 THa2 M@yQ M@a:@y

__ o, (Pu Qw0 (Ou Ov
T or M\ a2 Oy? How \ oz oy
ou  Ov

Da 9% + a—y =0, far vi totalt:

Du Op 0%u (82u 0%v )

Du  Ou ou ou 10p 0?u  0%u
Di-at “or oy T poa ”(ax?+ay2>
Dv _ 0Ov ov dv  10p 0*v 9%

DL ot v <8x2+3y2>

(B.0.9)

Dt Ot +u07x+1}87y - poy
ENERGI-LIGNINGEN

Termodynamikkens 1. lov:
dE; = dQ + dW

der E; = total energi, @ er tilfgrt varme og W er arbeid tilfgrt systemet; alle
stgrrelsene regnet per volumenhet.

1
E,=p (e — 2V2> der

e = indre energi per masse-enhet.
1

§V2 :§(u2 + v?) = kinetisk energi per masse-enhet.

(Potensiell energi er inneholdt i W)
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Den 1. loven kan da skrives:
DE;, DQ DW

St A
Dt Dt Dt
DE,  [De N 1D (V2) (B.0.10)
Dt P |Dt 2Dt

EFFEKT (arbeid pr. tidsenhet)

vo,+ g}(vay)cb:

Figur B.3

DW [ 0
ﬁdxdy = _uax + %(uaz)dx — uUI] dy

I 0
+ _UTxy + @(UTxy)dy — UTxy:| dx

+ _vay + ;/(vay)dy - voy] dx

[ 0
+ _vrxy + %(vmy)dm — vrxy} dy

Sammentrukket:
DW 0

0 0 0
Dt —%(uagc) + @(UTmy) + ({Ty(vay) + %(vmy)
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som kan skrives:
DW (0o, n OTay o OTay n %
Dt "\ or dy 0x dy

L v (0w o
91 " 8y0y Toy oy Oz

Fra bevegelsesligningene (B.0.6):

Dt = oz dy
Dv _ Oy | 9oy
Dt T ox oy

Du 0o, = OTuy

som gir:

1 D, o,  (00y OTyy
2th(u)_u<8x+8y>

1 D o  (Omy  Odoy
o= (GG,

Med V2 = 42 + v? far vi:

DW 1 D (V) + ou n ov n ou N ov

—_— = —p—= — O+ =0y +Toy | =— + =—

Dt 2" Dt ox " oy Y \oy O«
Innsatt fra material-ligningene (B.0.7) for o,, 0, 0g Tuy:

DW _1 D (o (au 821)

Dt 2Dt o9z oy

or Oy

ou\, (00N (0u ouy?

Oz dy May Oox

ou\, (0] (0u ov)?
ox oy 'ué?y Oz

Innfgrer dissipasjonsfunksjonen ® definert ved:

+2u

1 D
=—p—(V?) +2
5P (V) +2u

ou\? o> ou  ov\?
¢ =2 — — — + == B.0.11
M[(f?w) +<3y> +M<3y+8w> ( )
Uttrykket for arbeidet (effekten) blir:
DwWw 1 D, _,
— = —p—= P B.0.12
o =~ 2Pp V)t (B.0.12)

VARME
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O
4 g, + s dy
y T A
4y P
| —> g L
dx
L
x
Figur B.4
Fouriers lov:

oT oT

Iz = —kg, qy = —ka—y (B.0.13)

der k[W/(m°C)] er varmeledningstallet.

Netto varmestrgm per tidsenhet inn i elememtet:

i dxdy = — <qm+ (%dz—qz) dy — (qy+ aydy—qy dzx

som sammentrukket gir:

20— (%)

Dt Ox oy

Ved bruk av Fouriers lov , lign. (B.0.13):

DQ o’T 9T
— =k ==+ = B.0.14
Dt <8x2+6y2> (B.0-14)
D
Vi setter na uttrykkene for Dvl/ fra (B.0.12) og ?Cf fra (B.0.14) inn i (B.0.10):
De 1D, , 0*T  O*T 1 D, ,
42 —k P+ —p—
p[Dt+2Dt(V )] <8x2+0y2 45V

som sammentrukket blir:

De 0*T  O%T
"or =" <a * ay> ®

For en idell gass: e = ¢,T, der ¢, er spesifikk varme ved konstant volum.
For en veeske er ¢, ~ ¢, da en vaeske er bortimot inkompressibel. Her er ¢,



340 TILLEGG B. GRUNNLIGNINGER

spesifikk varme ved konstant trykk. Siden utledningen ovenfor forutsetter
inkompressibilitet, er det ikke ngdvendig a skille mellom ¢, og c¢,. Vi setter
derfor ¢, = ¢, = c der c er egenvarmen.

Far da:

CE—k 827T+827T _|_(I)
Ppr ~ ox? = Oy?

eller ordnet:

E:al_i_ al 87T_a 62T+82T + ® (B015)
Dt~ ot oz Uay_ oxr2  Oy? p-c o
Den termiske diffusiviteten « er gitt ved:
o= m2/g (B.0.16)
o .0.

Dersom temperaturgradientene er store, eventuelt sma fluidhastigheter, kan
dissipasjonsfunksjonen ® neglisjeres i (B.0.15):

DT _ oT N or N or O*T N O*T (B.0.17)
—=—+4u—tv—=a|l =+ — .0.
Dt ot Ox oy ox? = Oy?
Dersom vi ikke har noen bevegelse i fluiden, far vi fglgende ligning;:
or o*T  9*T
— = — + = B.0.1
ot a<8x2+3y2> (B.0.18)

Dette er varmeledningsligningen i to dimensjoner og gjelder ogsa for et fast
stoff. Noen verdier for den termiske diffusiviteten o [m?/s] ved 20°C:

Stal ( < 0.5%C ) 1.45-107°

Vann 1.45-1077
Luft 21-107°
Jord(terr) 4.0-1077

KVASI-ENDIMENSJONAL VARMELEDNING

X dX
> < @]

\—_//

L\__—\_—

Figur B.5
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0Qy
—> dX
Qy Qy + X

de
Figur B.6

Figur B.5 viser et legeme med hovedutstrekning i X-retning. Vi vil anta at
temperaturen 7" hovedsakelig bare varierer i X-retningen. Figur B.6 viser et ut-
snitt dX av dette legemet. Med henvisning til figurene ovenfor, har vi fglgende
storrelser med typiske enheter:

(X) = tverrsnittareal [m?]
P(X) = omkrets [m]
(X) = varme pr. tidsenhet [W]
(X)
Too = omgivelsestemperatur [°C]
k = varmeledningstallet [W/m/°C]
h = varmeovergangstallet [W/m?/°C]

N

H O

= legeme-temperatur [°C]

¢ = egenvarme [J/kg/°C]
p = densitet [kg/m?]
o = termisk diffusivitet [m?/s]

Fouriers lov:

or

QX = _kAaiX

Newtons avkjglingslov:
dQ =hP-dX - [T(X) — Tx)

Bruker 7 som fysisk tid.

Varmebalanse:
0Qx oT
= _— A . _—
Qx =Qx + 5% dX + dQ + Apc anT
N w—XdX+dQ+Apc-dX-a—T =0

0X or
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som innsatt for dQ)x og d@ gir:

0 oT oT

Her kan bade h og k veere funksjoner av X og T

Nar vi forutsetter at omgivelsestemperaturen T, er konstant og k er uavhengig
av X, kan (B.0.19) skrives pa formen:

or of 0 oT h =
Her er .
T(X)=T(X)—Ts og a = o (B.0.21)

Variasjonsomradet for h er stort. I mange tilfeller brukes en midlere (global)
verdi for hele legemet. Dette markeres ofte ved & bruke symbolet h istedenfor h.

For stasjonaere forhold:

d dT h -
dX(A'dX>_k:P'T(X)_O (B.0.22)

La oss se pa tilfellet der legemet er rotasjonsymmetrisk.

Detal] (s dR

P -
> < \ .
X dX symmetri-
linje
Figur B.7

I utledningen har vi satt arealet for overflata av utsnittet lik P -dX der P er
lik omkretsen som i figuren ovenfor er lik 27 R. Fra detaljen i figuren ovenfor,
ser vi at et mer ngyaktig uttrykk for arealet er P - dS.

Fra figuren:

(dS)? = (dX)? + (dR)® — dS =dX - /1 + (g)z (B.0.23)
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P - dX kan da erstattes med

dR\?
P-dXy/1 — B.0.24
+(5%) (B.0.21)
Na har vi forutsatt at vi har en tilnsemet endimensjonal prosess som igjen betyr
2
at legemet ma veere slankt; dvs.: | —— | < 1. Dette betyr at tilnsermelsen

dX
dS =~ dX eritrad med fysikken. I noen tilfeller der

dR/dX = konstant, er det vanlig a inkludere dette leddet. (Dette gjelder ogsa
for tilfeller der vi ikke har rotasjonsymmetri.).






TILLEGG C

GRENSESJIKT

C.1 GRENSESJIKTLIGNINGER

Vi ser bare pa strgmning av en inkompressibel fluid. Skriver opp basislignin-
gene som er utledet i appendiks B:

Kontinuitetsligningen:

ou Ov
— 4+ — = 1.1
Ox * oy 0 (C.1.1)

Navier-Stokes ligninger:

ou ou ou 10p %u  0%u
= - —=_-F - 4+ — 1.2
ot +“ax+”ay p Ox U(8x2 + 8y2> (C.1.22)
ov ov ov 10p v 0%
o P ey T e Y (axz + ay2> (C-1.20)
Energiligningen:
orT orT oT o’T  9°T
i P T — 1.
6t+uax+vay a<8x2+3y2> (C.1.3)

Vi har neglisjert dissipasjonsfunksjonen i (C.1.3).

y Ux) s
7

Figur C.1

0 er grensesjiktstykkelsen. Heftbetingelser ved veggen: ©w = v = 0 for y = 0.
Dersom vi har blasing eller suging i grensesjiktet, vil v £ 0 for y = 0. Grense-
sjiktet oppstar p.g.a. heftbetingelsen u = 0 ved veggen.
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Iintervallet y € [0, d] vil hastighetsgradienten %Z veere stor; noe som impliserer

store skjaerspenninger selv om viskositeten p er liten fordi 7 ~ “% naer veggen.

For v reduseres (C.1.2) til Eulerligningene som er et sett av 1. ordens PDL,
dvs: Bare en randbetingelse kan tilfredstilles. I denne typen problem eksisterer
det to lengdeskalaer L og d der L er skalaen parallell med xz-aksen og d er
skalaen parallell med y-aksen. Det som karakteriserer et grensesjiktproblem
er at 0 << L La Uy veere en karakteristisk hastighet i z-retningen.

Dersom vi innfgrer et Reynoldstall Re = % , er et grensesjikt karakterisert
ved % ~ \/% der ~ blir brukt i betydningen stgrrelsesorden.

Vi innfgrer fglgende dimensjonslgse stgrrelser:

Ty __u v __p—pm ;_ .U
= — == = — = — = t=1t— 1.4
z=+.9 L\/Re,u UO,U UO\/Re,p pUZ T (C.1.4a)
L
der Reynoldstallet Re = Yol (C.1.4b)
v
(C.1.4) innsatt i kontinutitetsligningen gir:
ou Ov
— 4+ —=0 C.1.5
oz 9y (C-1.52)

Navier-Stokes i z-retning , lign. (C.1.2a) blir:

ou _Ou _Ou ap+(182u 82u>

= Reoz® o2

ou  _ou  _ou _ Op 1.
of "oz "oy T or (C-1.5b)

Navier-Stokes i y-retning, lign. (C.1.2b) blir:

1 (o6 oo _9v\  Op 1 (0% o
7e (5 + 5 +07) = o e (o Fegip) (19

Lar vi R — oo , far vi fglgende bevegelsesligninger:

ou _ou _0u op  0%*u

—4i—+ V= =—==+ = C.1.6

ot “"oz "oy T "oz T o (C-1.6a)
op
oy

Dette betyr at p er bare en funksjon av x slik at trykket i grensesjiktet er det

samme som utenfor. Med andre ord:

0= (C.1.6b)

p=p(z) (C.1.7)
Av Navier-Stokes ligningene sitter vi da igjen med (C.1.5) og (C.1.6).

Bernoullis ligning brukt i fri-strgmmen:

1
§U 2+ P _ xonst. som ved derivasjon gir:
p
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1dp d

der U(x) er fristrgmshastigheten.

Dersom vi anvender samme prosedyre pa energiligningen, far vi:

8T+_8T+_8T 1 62T+62T (C.19)
_— ui ’1}7 = - . .
ot 0T 0y Redz? 02

o
der leddet e 92 forsvinner nar Re — oo .
Nar vi gar tilbake til de opprinnelige variable, far vi det fullstendige (klassiske)
settet av grensesjiktligninger for todimensjonal og inkompressibel strgmning:

Kontinuitetsligningen: @ + @ =0
or Oy
0 0 0 10 0?
Bevegelsesligningen: a—Q: + ua—z + va—Z = —;a—z + Va—yz (C.1.10)
B Tioni or oT N oT o*T
nergiligningen: —tu—+v— = a—F
SHIBHING ot Ox Oy 0y?

Utledningen av grensesjiktligningene ovenfor forutsetter Re — oo , men i prak-
sis haper vi pa at vi kan bruke dem ogsa for endelige verdier av Reynoldstallet,
noe som erfaringen bekrefter.

Grensesjiktligningene kan brukes langs krumme flater nar vi forutsetter at
krumningen er moderat. Ved stor krumning ma en inkludere sentrifugal-
effekten i trykkleddet i ligning (C.1.2b). Betegnelsen grensesjikter ovenfor
brukt i den mer generelle betydningen skjeersjikt”, dvs: Vi inkluderer ogsa
tilfeller der skjeersjiktet ikke ngdvendigvis oppstar langs en fast flate. Eksem-
pel pa grensesjikt langs en fast flate er gitt i eksempel 2.4 og 2.5. Fig. C.2
er et eksempel pa et grensesjikt (skjeersjikt) som oppstar p.g.a. en fluid som
strommer igjennom en dyse ut i en stillestaende fluid.(jet)

" skjeer-
spkt

Jet

Figur C.2
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C.2 BLASIUS LIGNING

A {J =konstant flnt phatc
y
fristrom

<
&

Y

Figur C.3

For en stasjonser og inkompressibel grensesjiktstrgmning, far vi fra lign.
(C.1.10) i del C.1:

Oou  Ov
—+—=0 C.2.1
Ox + y ( )
ou ou 190p 0%u
el = _ -2 - C.2.2
u8x+v8y p89:+l/8y2 ( )
Ser pa det tilfellet at fristrgmshastigheten U = konstant = Uy .
Bernoullis ligning (C.1.8) i del C.1 gir for dette tilfellet g—g =0.
(C.2.2) forenkler seg til:
ou ou 0%u
— — =V— C.2.3
Yor + U@y V6y2 ( )
Randbetingelser:
u=0fory=0 (C.2.4a)
u— Up fory — 9§ (C.2.4b)

For a oppfylle kontinuitetsligningen (C.2.1) , innferer vi strgmfunksjonen
Y (x,y) definert ved:
_ o _%

= = C.2.5
( Se White [22], avsnitt 4.7 )
I del C.1 har vi funnet et estimat for grensesjikttykkelsen § med
I 1
L  +/Re,
der vi definerer et Reynoldstall Re, ved:
Re, = ? , x>0 (C.2.6)

som antyder (se lign. (2.3.11)) folgende transformasjoner til dimensjonslgse
likedannhetsvariable:
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Koordinat: L
1
= — C-2-7
Strgmfunksjon:
v
= .2.7b
o) = om (C27)
der kil = % y ]432 =V 2UOV (CZ?C)
V 2v
Vi skal senere se at (C.2.7b) impliserer
') =5 (C.2.7d)
n = Uo 2.

(C.2.7d) brukes ofte som definisjon av f.

k1 og ko er valgt som gitt i (C.2.7¢c) for a gjore n og f dimensjonslgse og
samtidig gi et pent uttrykk tilslutt.

Notasjon: %{7 = f'(n) og tilsvarende for hgyere deriverte.

Ved derivasjon (kan gjerne bruke Maple her):
o ko

L NG [£(n) =n - f'(n)] (C.2.8a)
u= ?;5 =Uof'(n) (C.2.8b)

Dette gir f'(n) = ¢ som bemerket i forbindelse med (C.2.7d).

ou _ Uon- f"(n)

du 1" ﬂ
82u Ug "
o2 Zriyf (n) (C.2.8¢)

(C.2.8a) - (C.2.8¢) innsatt i (C.2.3):

_Uogiﬂ(n)] I 2]35 (nf'(n) — £(n)] Uoki/f;/(n)

Uo f'(n) [

o U(? "
—@f (n)-v

som gir:

f"m) + fm)- f'(m) =0 (C.2.9)
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Dette er Blasius ligning (1908). Blasisus brukte egentlig en variant av de gitte
transformasjonene med 7 = v/21 og f = v/2f som gir differensialligningen:

F) + 37 ) () =0 (€.2.10)
(Se White [22], avsnitt 7.4 )

Randbetingelsene.

Heftbetingelsen u = 0 for y = 0 blir na f'(0) = 0 da f'(n) = ¢ fra (C.2.7d).
Uten suging eller blasing gjennom randen 1 = 0 , er den andre heftbetingelsen
v =0 for n = 0 . Fra (C.2.8a) blir denne betingelsen f(0) = 0 . Betingelsen
u — Uy for y — 6 fra (C.2.4b), blir na f'(n) — 1 for n — oo.

Totalt far vi:
Blasius ligning:

"+ ff"=0 (C.2.11a)

Randbetingelser:
f0)=f10)=0, f(ne) =1 (C.2.11b)

La oss finne et uttrykk for skjeerspenningen 7, .

Da Re >> 11 et grensesjikt, betyr dette at 7, ~ “%Z i sjiktet. Denne rela-

sjonen er eksakt for y = 0 . Fra (C.2.8d): g—Z =Up- f"(n) - £- som gir:

N3
l]o (]O
Tey = :U’UO : f”(ﬁ) % — Tvegg = HUO : f”(O) \/ % (0212)

MAPLE-PROGRAM

Nedenfor ser vi hvordan vi kan finne Blasiusligningen ved a bruke det Maple.
I programmet har vi satt @ = k1 og b = ky ; se lign (C.2.7c). Dessuten har
vi brukt z istedenfor 7 i begynnelsen av programmet. Utskriften viser at lign.
(C.2.9) gjelder bare nar x # 0 .

alias(f=£(z)):

assume (a>0,b>0,x>0,nu>0,U>0) :
z:=axy/sqrt(x):

psi:=b*sqrt(x)*f:

v:=-diff (psi,x):

u:=diff (psi,y):

dudx:=diff (u,x):

dudy:=diff (u,y):

dudy2:=diff (dudy,y):

eq:=simplify (u*dudx+v*dudy-nu*dudy2) :
eq:=subs(z=eta,eq):
eq:=subs(a=sqrt (U/(2*nu)) ,b=sqrt (2+¥U*nu) ,eq) :
eq:=simplify(eq):
eq:=convert(eq,diff,eta);

02 () 100+ ()|

2z

VVVVVVVVVVYVYVVYV

eq = —
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C.3 FALKNER-SKAN LIGNINGEN

Kontinuitetsligningen:

ou Ov
-7 77 3.1
8x+8y 0 (C.3.1)

Bevegelsesligningen:

ou Ou  10p 0%u

s = — - 3.2
“aﬂ”ay p Ox V@yQ (€:3.2)

Tilfredstiller (C.3.1) ved a innfgre stromfunksjonen ¢ (z,y) definert ved:

_W W
u-ay,v— pe (C.3.3)

Falkner - Skan transformasjonen

Koordinat:
U

1=\ @ g’ (C.3.4)

Strgmfunksjon:

Y / u
— d = C.3.5
o) =~ der £ 0) = 50 (©35)
og U(z) = Upz™ = on% der g = _zm (C.3.6)
m+1

Merk at Uy generelt er en dimensjonsbeheftet konstant.

Far fplgende utrykk for hastigheter og deriverte i lign. (C.3.2):

oY Uv , oY /
=~ - @ f+nf'(B=1)] , u= i U(z)f'(n) (C.3.7a)

ou U , " ou U ”
7 _mx[ﬁf () +n(B-1f"m], 5-=U =B’ (n) (C.3.7b)
Pu _ Lf”(n) (C.3.7¢)

02~ (2— Bz
Ved bruk av (C.1.8):

pdr x

1dp_U2m_U2 15}
_<2—B>

(C.3.8)

Lign. (C.3.7)-(C.3.8) innsatt i (C.3.2):

"B — ()] =0 (C.3.9a)
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Standard randbetingelser:

fO)=Ff(0)=0, f(ne) =1 (C.3.9b)
Ved a sette 8 = 0, far vi relasjonene gitt i del C.2 for Blasius ligning.

NUMERISK LASNING Ligning (C.3.9) skrevet som et system av 1. or-
dens diff. ligninger:

= h
fi = F (C.3.10a)
f5o= =[f-fo+B-(1=fD)]
Randbetingelser:
f(0) = fi(0)=0
fin) = 1 (C.3.10Db)
Setter
s = f"(0) = f2(0) slik at (C.3.11)
¢(s) = fi(nooss) =1 =0 (C.3.12)

ESTIMAT av s°, s' og s

Programmet fsksec lgser F-S-ligningen for Ss, < 8 < 1.999 der Bsep = Bs =
—0.19883768.

Startverdier for s og s!

Bs <B<1.0
s = [1.27 - (0.2 + B)]°56 (C.3.13a)
st =11.23(8 — B4)]°> (C.3.13b)
1.0 < B < 1.999
s0 =1.23. p0454 (C.3.14a)
st = —0.0693 - %+ 0.661 - 5 + 0.642 (C.3.14b)

VERDIER FOR 1

Noo €r bestemt slik at f”(ns) ~ 1077 .

fs < B <00

Noo = 36.76 - 52 +2.0-8+5.87 (C.3.15)
0.0<B8<10
Noo = 0.633 - 62 —1.68-3+5.76 (C.3.16)
0<p<l1.
95 5 008 (C.3.17)

Noo = 0.125- 2 — 0.9 - 5 + 5.436



TILLEGG D

VANNTANK

D.1 TANK MED KONSTANT
VEGGTYKKELSE

M
VAE/ i( ——> W

M

Figur D.1

Figuren viser en sylindrisk tank fylt med en veeske til en hgyde H. W er
radiell forskyvning. Pa detaljen til venstre er V skjeerkraft pr. lengdeenhet og
M moment pr. lengdeenhet. Pilene angir positiv retning.

Differensialligningen for forskyvningen W er gitt ved:

a*w (H—-X)
12(1 — v?) Et?
B D= 4= D.1.1
der I 21—y 1 (D.1.1b)
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Her er v Poissons tall, E elastisitetsmodelen og p vaeskas tetthet. Detaljert
utledning er gitt i Timoshenko & Woinowsky-Krieger [5], avsnitt 117.

Innfgrer dimensjonslgse stgrrelser:

X E [t
som innsatt i (D.1.1) gir felgende differensialligning:
d*w 4 4
4B w=—48'1—a) (D.1.3a)
3(1 — v H?
der 54 = W (D13b)

Homogenlgsning:
wp(x) = €%*(C} cos(Bz) + Cy sin(Bz)) + e P (C cos(Bx) + Cysin(fz))

Partikuleerlgsning:
wplw) = —(1 — )
Totallgsning av (D.1.3):

w(x) = wn(x) + wp(z)

Randverdier.
For x = 0: dW
W=0, X = 0 (Fast innspent)
Skjeerkraft og moment = 0 for X = H som gir:
d>W (H) dP*W(H)
MH)=-D———=0,VH)=—D———==0
( ) dX2 ’ ( ) dXS
Randverdiene uttrykt ved dimensjonslgse stgrrelser blir da:
Forz =0 w=0, dfw:()
dx
(D.1.4)
d*w d3w
For x =1 WZO’ %:O
Fysikalske stgrrelser
Dimensjonslgst moment m(z) = —527“2’ og dimensjonslgs skjeerkraft v(z) =
—% . Med disse notasjonene beregner vi de fysikalske storrelsene fra
~HR? R2t2 1 /H\*
%4 = [
@) =F7e@ . Sa= T 1\ 3
¥ R?t? v H?
M) = - .~~~ . = .. D.1.5
(@) =5 12(1— 12) m(@) =7 - 57 M) (D.-1.5)
R2t2 H2
V(x)—l v(m)zl cv(x), X=H- -z
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Uttrykkene for de fortlgpende deriverte

W' (x) = BeP [sin(Bx) - (Cy — C1) 4 cos(Bz) - (C1 + Ca)]

B . (D.1.6a)
+ Be P [—sin(Bz) - (C3 + Cy) + cos(Bz) - (Cy — C3)] + 1
W' (z) = 22 (—sin(Bz) - cos(fx) -
(x) 252 i ( | (Bz) - C1 + cos(Bz) - Co) (D.1.6b)
+ 23277 (sin(Bz) - Cy — cos(Bz) - Cy)
W" () = 2837 [—sin(Bx) - (Cy — C1) + cos(Bz) - (C1 + Co)] (D.1.6¢)

+ 23377 [sin(Bz) - (Cy — C3) + cos(Bz) - (C3 — Cy)]
Bestemmelse av konstantene C1,C5,C3 og Cy
HHw=0forz=0—-C1+C3—-1=0

1
2)w'(x):0for;1::0—>01+02—03+04+520

3)w(x)=0forz=1—

— sin(BC1) 4 cos(BCs) + e sin(BC3) — e=2P cos(8Cy) = 0
4) W () =0forz=1—

— (sin(B) + cos(B))C1 + (cos(B) — sin(B))Ca+

e~ (cos(8) — sin(8))C5 + e~ (sin(8) + cos(8))Ca = 0

Ved a lgse dette systemet, far vi:

J = 48(cos*(B) + cosh?(3)) (D.1.7)
= [ —1)—sin(28) - 5 - (1 + 6_26)} /J (D.1.8a)
[2 cos? ) +sin(28) - (1—B) — (1+8) - (1 + e*%)] /J (D.1.8b)
[sm 2p3) - +B)-2cos®(B) + - (1 + 625):| /J (D.1.8¢)

Cy=— {2 cos*(8) - B —sin(2B) - (1+ B) + (1 - B) - (1 + €2ﬁ)] /J  (D.1.8d)

Dimensjonslgst moment m(x) og skjeerkraft v(x) for x =0

—mp = —m(0) = w"(0)
= 44% . (2cos?(B) — 28 cosh?(B) + sinh(283) —sin(28))/J  (D.1.9a)

—vp = —v(0) = w"”(0)
=833 . [B(sin(28) + sinh(28)) + cos?(B) — coshQ(ﬁ)] /J (D.1.9b)
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Store verdier av skallparameteren [

Na vil deformasjonen veere konsentrert rundt tankbunnen X = 0 . I dette
tilfellet kan vi sette C7 = Cy = 0 slik at forskyvningen blir:

w(z) = e P*(C3 - cos(Bz) + Cy - sin(Bx)) — (1 — z) (D.1.10)

som med betingelsene w(0) = w'(0) =0 gir C3=10g Cy =1 — %
Dermed far vi:

w(z) =e P [cos(ﬁw) + (1 - ;) sin(ﬂx)] —(1—-=x) (D.1.11a)
W'(z) =1+eP*[(1 - 28)sin(Bz) — cos(fz)] (D.1.11b)
~ () = o'(x) = 26 [§ - sin(Bz) — (B — 1)cos(Bx)]  (D.1.11c)
—v(x) = " (2) = 26%75% (28 — 1) cos(Bz) — sin(Bz)] (D.1.11d)
mo=m| _,=28-(8-1), vo=v| _,=-28°(28-1) (D.1.11e)

Noen beregninger

Datasett 1:
R=85m, H=795, t=0.35m
5 1 (D.1.12)
v =9810N/m?’(vann) , v =0.2, E=2-10"MPa
Materialdata er for betong.
Fra (D.1.3b):
3(1—v2)]%
B=H-: [R%z ] (D.1.13)

Dersom vi holder v, R, t konstant, ser vi at 8 er proposjonal med H.

Med data fra (D.1.12) far vi § = H -0.755274 . Med H = 7.95, blir 8 = 6.0044
. Med B8 =1 blir H=1.32m . I det siste tilfellet blir vanntanken et sirkulsert
svommebasseng. Pa neste side er vist utbgyningen w(z) , helningen '(x),
momentet m(x) og skjeerkrafta v(z) som funksjon av 5 der [ varierer mellom
1 og 6.
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w(x) som funksjon av B w'(x) som funksjon av B

0.1

1.5

Figur D.2
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60

m(x) som funksjon av B

Figur D.3

TILLEGG D. VANNTANK

v(x) som funksjon av B
T T

100

-100

-200

-500

-600

-700

-800
0

0.2

0.4 0.6

Som ventet, ser vi av fig. D.2 at deformasjonene blir mer og mer konsentrert

mot bunnen (x =

0) nar B gker. Fra fig. D.3 ser vi at bade moment og

skjeerspenningen er stgrst for x = 0 og gker sterkt med gkende 5 . Med data
gitt i (D.1.12), blir § = 6.00444 . Tabell 1 nedenfor viser stgrrelsene i fig.D.2

og D.3 som funksjon av x for denne verdien av S .

.000
.100
.200
.300
.400
.500
.600
.700
.800

O O OO O O O o o

.22045e-016
.89049e-001
.57346e-001
.03796e-001
.16145e-001
.43811e-001
.35148e-001
.18862e-001
.06030e-001

w’ (x)

.00000e+000
.86464e+000
.19767e+000
.32255e-001
.93068e-001
.705624e-001
.15559e+000
.15306e+000
.10306e+000

m(x)=-w’’(x)

.00946e+001
.85241e+000
.36887e+001
.38468e+001
.41051e+000
.44812e+000
.10966e-001
.27835e-001
.68844e-001

v(x)=-w’’’(x)

.93776e+002
.36907e+002
.60901e+001
.15724e+001
.74988e+001
.94238e+001
.81108e+001
.09120e+000
.15877e+000

0.8
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0.900
1.000

Da f er stor, kan vi bruke den tilnzermede lgsningen i (D.1.10)

-9
8

.76198e-002
.925681e-003

1.
1.

07015e+000
06380e+000

tabell 1

1.
9.

76455e-001
38134e-017

Med samme (8 som ovenfor, er disse verdiene vist i tabell 2.

.000
.100
.200
.300
.400
.500
.600
.700
.800
.900
.000

B O O O O O OO O OO o

.00000e+000
.890568e-001
.57360e-001
.03773e-001
.16002e-001
.43443e-001
.34511e-001
.18167e-001
.06060e-001
.00019e-001
.80659e-003

w’ (x)

.00000e+000
.86476e+000
.19758e+000
.31538e-001
.94797e-001
.73218e-001
.15788e+000
.15098e+000
.08916e+000
.03528e+000
.00510e+000

tabell 2

m(x)=-w’’(x)

.00975e+001
.85203e+000
.36928e+001
.38552e+001
.42168e+000
.45415e+000
.92489e-001
.03107e-001
.33725e-001
.22269e-001
.91546e-001

-2.
3.

og
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96455e+000
75531e-016

(D.1.11).

v(x)=—w’’’(x)

.93809e+002
.36941e+002
.61313e+001
.15308e+001
.74957e+001
.956492e+001
.84992e+001
.84458e+000
.18143e+000
.52734e+000
.93230e+000

Det er litt avvik neer = 1.0 fordi vi ikke kan tilfredstille randbetingelsene
her, men ellers er det god overenstemmelse. Tabell 3 pa neste side viser fysiske
verdier basert pa data gitt i (D.1.12) og uttrykk i (D.1.5). W har dimensjon
meter, M har dimensjon Nm/m og V har dimensjon N/m.

.000
.050
.100
.150
.200
.250
.300
.350
.400
.450
.500
.550
.600
.650
.700

O O O O O O OO OO OO O oo

W(m)

.78738e-019
.82298e-005
.52177e-004
.67439e-004
.68147e-004
.42057e-004
.86034e-004
.02357e-004
.95974e-004
.72632e-004
.37748e-004
.95830e-004
.50278e-004
.03420e-004
.56672e-004

W2 (x)

.00000e+000
.14530e-004
.90054e-004
.79243e-004
.22521e-004
.48195e-004
.41432e-005
.01392e-005
.97994e-005
.53510e-005
.82686e-005
.11216e-004
.17007e-004
.18171e-004
.16752e-004

M(x) (Nm/m)

.69716e+004
.53366e+004
.60025e+003
.38839e+003
.29773e+004
.43090e+004
.31272e+004
.07246e+004
.97344e+003
.39964e+003
.26893e+003
.66920e+003
.79216e+002
.925636e+001
.05601e+002

N S I T I NS o o TN

V(x) (Nm/m)

.46574e+004
.50879e+004
.01760e+004
.11451e+004
.88120e+003
.47921e+002
.95749e+003
.76881e+003
.85669e+003
.985633e+003
.70126e+003
.35878e+003
.15970e+003
.195692e+003
.87873e+002
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.750
.800
.850
.900
.950
.000

=, O O O O O

.10743e-004
.65847e-004
.21881e-004
.85803e-005
.56400e-005
.18495e-006

.14254e-004
.11688e-004
.09641e-004
.08356e-004
.07802e-004
.07713e-004

[ U

tabell 3

TILLEGG D. VANNTANK

4.98443e+002
4.44479e+002
3.15006e+002
1.67285e+002
4.84394e+001
8.89382e-014

1.57374e+001
.57432e+002
.70171e+002
.53521e+002
.27191e+002
4.47818e-014

Merk at vi har brukt den dimensjonslgse lengden z istedenfor den dimensjo-
nelle X der X =xz-H .

Moment og skjeerkraft for X =0

mg og My er henholdsvis det dimensjonslgse og det dimensjonelle momentet for
X =0, mens vy og V) er henholdsvis den dimensjonslgse og den dimensjonelle
skjeerkrafta. mg og vg er gitt i (D.1.9) og (D.1.11e).
My og Vj er gitt ved (se D.1.5):

Datasett 1 er gitt i (D.1.12).

Datasett 2:

K
MQZKQ-mo, VQZ—Z'modeerz

H

v H
1Bt

(D.1.14)

R =1360"=9.144m , H = 312" = 312" = 7.925m , t = 14" = 0.3556
v = 9807.4N/m>(vann) , v = 0.25

(D.1.15)
Sett 2 er fra Timoshenko [5], avsnitt 117, side 487
For datasett 1 far vi fglgende verdier med 5 = 6.0044:
mo —vg | Mp(Nm/m) | —Vp(N/m)
Ngyaktig, lign.(9) 60.095 | 793.78 56971.7 94657.3
Asymptotisk, lign. (11e) | 60.098 | 793.81 56974.4 94661.2
tabell 5
For datasett 2 far vi fglgende verdier med 5 = 5.6913:
mo —vg | Mp(Ibf-in./in.) | —Vp(Ibf/in.)
Ngyaktig, lign.(9) 53.396 | 672.56 13961.4 563.63
Asymptotisk, lign. (11e) | 53.400 | 672.61 13962.4 563.68
Timoshenko 13960 563.6

tabell 6
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Vi har her brukt lbf og inch for & kunne sammenligne med verdier gitt i Ti-
moshenko. For disse store verdiene av  er de asymptotiske formlene meget

ngyaktige. Figuren nedenfor viser avvik i % mellom eksakte formler og asym-
ptotiske formler som funksjon av § .

Relativt avvik i m, 09 v,
20

15

10
x
4 Awik fof v,
®
R
5
0 —
5
15 2 25 3 5 35 4 45 5

Figur D .4
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D.2 TANK MED VARIABEL VEGGTYKKELSE

— R —
gl ! \V4 b
M
Y X
V- fg.v)v A —> W
M
Ly
Figur D.5

Fig. D.5 er identisk med fig. D.1 bortsett fra at her varierer veggtykkelsen
linesert fra tg nederst til ¢ gverst.

_ to—t .
Med a = OTI , kan veggtykkelsen t skrives:

X
tz(l—aH>~to,0§X§H,0§a§1 (D.2.1)

Differensialligningen for forskyvningen W er na gitt ved:

&2 [ PW W
L (P BY = - X
X2 ( dX2) +Eg =l )
, (D.2.2)

der D= — 21—
TR

Konstantene har samme betydning som i del D.1
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Detaljert utledning er gitt i Timoshenko & Woinowsky-Krieger [5], avsnitt
118. (Utledningen der bruker et annet koordinatsystem)

LIGNINGER PA DIMENSJONSL®S FORM.

- — 2) ow =—__ ‘' . H D.2.3
T H YT SHY (R) P R2t2 (D.2.3)

(D.2.3) innsatt i (D.2.2):

d? g d*w 4 4
s {(1 — ax) dxz] +46%(1 — az)w = 487 (1 — x) (D.2.4)
Innfgrer
yzl—ax,a7é00gp:\/§§ (D.2.5)

som innsatt i (D.2.4) gir:

d? d?w a+y—1

Lgsningen av (D.2.6) bestar av en homogenlgsning wy, og en partikuleerlgsning
wp slik at totalforskyvningen er w = wy, + wy, .

Partikuleerlgsningen er gitt ved:

(a+y—1) 11—z

= =— D.2.7
“r ay 1—ax ( )
wp, er lgsning av:
— —_— ~wp =0 D.2.8
dy2 |:y dy2 :| +pY-wh ( )

Lgsningen av (D.2.8) kan uttrykkes ved Kelvin-funksjoner:

1

NG [C - ber’(z) + Cy - bei’(z) + Cs - ker’(z) + Cy - kei’(z)]  (D.2.9a)

Wh

der z = 2p\/y (D.2.9Db)

Konstantene C; — Cy bestemmes av randbetingelsene.

FYSIKALSKE STORRELSER
Innfgrer to konstanter:

HR2 (R't())2 _"}/H3

K: _ = - Y ==
Y e 2T 20— H T 4 B0

(D.2.10)

Utbgyning
Den dimensjonslgse utbgyningen w er gitt av (D.2.7) og (D.2.9):
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1

w(y) [Cy - ber’(z) + Csy - bei’(2)
VY @iy-1) (D.2.11a)
+ Oy ker'(2) + Oy - kei'(2)] — L2/
ay
X
der z =2p\/yogy=1—oaz, T =4 (D.2.11b)
Den dimensjonelle utbgyningen er gitt ved:
W =K w (D.2.12)
Helning
Dimensjonslgs helning
dw dw dw dw
—_— — der — = —a—: D.2.13
dx & dy o dx ady ( 2)
dw dwp dw
H — =42 D.2.13b
er er & dy + a ( )

som ved derivasjon av (D.2.11) blir:

2—; = ﬁ[— {2ber’(z) + z - bei(z)} - C1 + {—2bei’(z) + z - ber(z)} - C> D210
—{2ker’(z) + z - kei(z) } - Cs + {—2kei’(z) + z - ker(z)} - C4] + (Z _yi)
Den dimensjonelle helningen er da gitt ved:
dWw  K; dw Ki-a dw
Aot e Rt D.2.1
dX H dx H dy ( )
Moment M (Pr. lengdeenhet)
De dimensjonslgse momentene m(x) og m(y) er gitt ved:
d*w d*w
m(z) = —y3w , m(y) = —a2y3d—y2 (D.2.16a)
der 2 P2
W, w
m(y) = o - m(z) = —a? <y3 i + 3 dy;) (D.2.16b)
Her er: 2 ( )
w 2(l -«
Y dyzp == (D.2.16¢)
ad VIT T gber( )—Z—Zb (2) + 22 - bei(z) p - C14
a2 9 er’(z 5 et’(z z - bei(z 1
2
4bei’(z) + %ber’(z) —2z- ber(z)} - Cy+
(D.2.16d)

4ker’(z) — %kei’(z) + 2z - kei(z)} O3+

2
4kei’(z) + ?ker’(z) —2z- ker(z)} yen

|
{ 2
|
|
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Det dimensjonelle momentet M er da gitt ved:

d*wW

AN

3
: 154 -m(y) (D.2.17)

Skjaerkraft V ( Pr. lengdeenhet)
Dimensjonslgs skjeerkraft v(z) og v(y) er gitt ved:

dPwy, dBwy, d?wy, « d3wp,
v(x) = (3043/2 —y° ) , v(y) = o? (3y2 - y“)

dz? dz3 dy? dy3
d*w d3w
_ 3 2 h 3 h
o) = (55t -5 )

(D.2.18a)

2
= 043%\/@ [{2bei’(z) — z - ber(z)} - C1 — {2ber’(2) + z - bei(z) - Ca}]
+ {2kei’(2) 4+ z - ker(z)} - C3 — {2ker’(2) + z - kei(2)} - C4

(D.2.18b)
(Se (D.2.3) og (D.2.5) for p )
Den dimensjonelle skjeerkrafta V' er da gitt ved:
dM K ~ H? Ky v H?
=——=——" =-—. =—" = — D.2.1
BESTEMMELSE AV KONSTANTENE.
Randbetingelser:
W=0for X =0 (D.2.20a)
d
MV for X =0 = Wy=1)=0 (D.2.20b)
dX
AW
M=0for X =H — =0—-m(y=1)=0 (D.2.20c)
dXx?
W

Vi bruker fglgende betegnelser:

t L
Y=Yl,_s 20=2p, 21 :2p\/gﬂz2p\/1—oz:2p\/i , pergitti(D.2.5)
(D.2.21)
Bruk av betingelsene i (D.2.20) gir folgende fire ligninger for bestemmelse av

konstantene
Fra (D.2.11):

Cy - ber’(z9) + Co - bei’(zg) + C5 - ker’(z9) + Cy - kei’(z9) =1  (D.2.22a)
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Fra (D.2.14):

— [2ber’(zp) + zobei(z0)] - C1 + [—2bei’(zp) + zober(zp)] - C2
— [2ker’(zp) + zokei(z0)] - C5 + [—2kei’(20) + zoker(zq)] - C4

(D.2.22b)
Al-a)
- o
Fra (D.2.16¢) og (D.2.16d):
- 22
4ber’(z1) — ?lbei’(zl) + 2z1bei(z1)] -C1+
- 2
4bei’(z1) + %ber’(zl) - 221ber(21)] - Co+
: i (D.2.22¢)
4ker’(z1) — %lkei’(zl) + 221kei(zl)} O3+
- 52 41— «)
4kei’ Slker'(z1) — 221k Oy =———=
_ ei’(z1) + 5 er’(zy) 21 er(zl)} 4 a\/y
Fra (D.2.18b):
[2bei’(z1) — z1ber(z1)] - C1 — [2ber’(21) + z1bei(z1)] - Cat (D.2.22d)

[2kei’(z1) — z1ker(z1)] - C5 — [2ker’(z1) + z1kei(21)] - C4 =0

Vi kan f.eks. bruke Maple til a lgse (D.2.22), men sluttresultatet vil veere altfor
komplisert. Et unntak er spesialtilfellet der tykkelsen t; gverst = 0 som gir
a =1 .1 dette tilfellet far vi:

J = zp [ber’(zp) - ber(zg) + bei’(zp) - bei(zo)]

Ci = [—2bei’(zo) + Zobel"(ZO)] /J
(D.2.23)
Cy = [2ber’(29) + zobei(z0)] /J

med C3=Cy =0

For dette tilfellet kan vi ogsa finne noenlunde enkle uttrykk for momentet
mo = m|z—o og skjeerkrafta vg = v|—o .

mo = —ig] [2{ber’(20)? + bei’(20)?} + zo{bei(z0)ber’(z0) — ber(zo)bei’(z0)}]
vy = 20; [{—2bei’(20) + z0ber(z0)}? + {2ber’(20) + zobei(z0)}?]

(D.2.24)
Store verdier av skallparameteren [
Ogsa her kan vi finne forenkla uttrykk nar 5 er stor. Vi kan na sette C5 =
Cy =~ 0 slik at (D.2.9) blir:
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_ 1
R

Partikuleerlgsningen i (D.2.7) er som for.

wh, [Cber’(z) — Cabei’(2)] (D.2.25)

C1 og (5 bestemmes na fra:

Ciber’(zp) + Cabei’(z) =1 (D.2.26a)
2(1 — )

— [2ber’(zo) +zobei(zo)]01 + [—2bei’(z0) +Zob61‘(20)]02 = o

(D.2.26b)

Lgsning av systemet i (D.2.26):

J = a - zg[ber’(zp) - ber(zg) + bei’(2g) - bei(zp)]
Cy = [—2bei’(z0) + a - zober(z9)]/J (D.2.27)
Cy = [2ber’(z9) + a - zgbei(zg)]/J

(D.2.27) er identisk med (D.2.23) nar vi setter a =1 .

For store verdier av § vil vi kunne bruke asymptotiske uttrykk for Kelvin-
funksjonene. Fra (D.2.11b) har vi at z = 2p\/y, p = V2B/a der y =1 — ax
med 0 <z <1.

For de to datasettene vi bruker, finner vi for det fgrste med 5 = 6.0044 og
a=5/Tat 12.71 <z <23.78 .

For det andre settet med 8 = 5.6913 og o = 3/4 blir 10.73 < z < 21.46 som
viser at vi ligger i det asymptotiske omradet for begge settene.

Asymptotiske uttrykk:

ﬁ al(z) = =
oz ! _\/5

ber(z) ~ A(z)cos(ay1(2)) , bei(z) ~ A(z)sin(ai(z))

~ ;fA<z> (22 = V3 cos(ar(2) — 2esin(a(2)]  (p.2.280)

A(z) =

(D.2.28a)

IE

) ag(z):ﬁ-i—

IE

ber’(z)

bei’(z) ~ fA(z) {22 cos(ai(z)) + (22 — \f2) sin(al(z))}

Uttrykkene for ber’(z) og bei’(z) fas ved a derivere henholdsvis ber(z)
og bei(z). Det er vanlig a sette ber’(z) ~ A(z)cos(az(z)) og bei’(z) ~
A(z)sin(az(z)) ; se f.eks Timoshenko [5] og Fliigge [22], men dette gir for
ungyaktige resultater. F. eks. far vi samme verdi for mg = m‘a::o som for et
skall med konstant tykkelse.
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For z = 7y skriver vi:

slik at (D.2.27) blir:

242
J = O‘*g (220 — V2) = A2(48 — @) (D.2.29)
Vi er forst og fremst interessert i momentet my = m|,—¢ og skjeerkrafta

Vo = 1)|$:0 .

Ved a sette (D.2.28) og (D.2.29) inn i (D.2.16b) og (D.2.18b), far vi folgende
uttrykk:

_328°(B—1)+ (88 —a)

me o (D.2.30a)
o [328%{28% - B(1 + @) + o} — *(86 — a)]
v = — o) (D.2.30b)

For et jevntykt skall er & = 0 som stemmer overens med (D.1.11e) i del D.1,
mens « = 1 for et skall med topptykkelsen ¢; = 0 . Ved a sette inn (D.2.28) i
(D.2.24), far vi uttrykkene i (D.2.30) nar vi setter o = 1

Det fysiske momentet My og den fysiske skjeerkrafta Vg finnes som for ved:

Mo = Kgm() y ‘/0 = KQ’U()/H s K2 gitt i (D210) (D231)
Noen beregninger

Datasett 1:

R=8bm, H=79m, tg =0.35m, t; =0.1m

; ) (D.2.32a)
v =9810N/m”(vann) , v =0.2 , £ =2-10"MPa
Her blir # = 6.0044 og o = 5/7 (D.2.32b)
Datasett 2:
R =360" =9.144m , H = 312" =7.925m , ty = 14” = 0.3556m ,
. ) (D.2.33a)
t; = 3.5" =0.0889m , v =9807.4N/m"(vann) , v = 0.25
Her blir § = 5.6913 og o = 3/4 (D.2.33b)

Data er som for tilfellene i del D.1, bortsett fra at tykkelsen varierer.

Fra (D.2.3):

w

—~

—_

<

[}

~—

| S
N
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Utbgyningen w(z) , helningen w’(x) , momentet m(x) og skjeerkrafta v(z)
som funksjon av  vil variere som pa fig. D.2 og D.3 i del D.1.

Tabell 7 nedenfor viser utbgyningen w(z) fra (D.2.11), helningen w’(x) fra
(D.2.13), (D.2.14), momentet m(x) fra (D.2.16) og skjeerkrafta v(z) fra
(D.2.18). Som ventet, vil det ikke vaere store forskjeller mellom denne tabellen

og verdiene i tabell 1 (del D.1).

0.000 -2
0.100 -2
0.200 -5
0.300 -8
0.400 -8
0.500 -8
0.600 -7
0.700 -6
0.800 -4
0.900 -2
1.000 -5

w(x)

.22045e-016
.15376e-001
.66553e-001
.05113e-001
.79417e-001
.34707e-001
.31823e-001
.05528e-001
.57652e-001
.72819e-001
.26707e-002

w’ (%)

.18952e-016
.45545e+000
.16644e+000
.53673e+000
.87613e-002
.24808e-001
.17417e+000
.35136e+000
.63752e+000
.06406e+000
.26313e+000

tabell 7

Moment og skjeerkraft for X =0

m(x)

.23338e+001
.04151e+000
.14798e+000
.34542e+000
.36688e+000
.47715e+000
.81331e-001
.49400e-001
.00685e-001
.83101e-001
.00000e+000

v (x)

.73773e+002
.18887e+002
.86193e+001
.32725e+001

3.81223e+001

[y

.90313e+001

4.52215e+000

.41833e-001
.65227e-002
.16403e+000
.10133e-015

mg 0g My er henholdsvis det dimensjonslgse og det dimensjonelle momentet
for X = 0, mens vg og Vp er henholdsvis den dimensjonslgse og den dimen-
sjonelle skjeerkrafta.

For datasett

1:

mo —vg | Mo (Nm/m) | —Vp(N/m)

Ngyaktig 62.334 | 773.77 59094.5 92271.97
Asymptotisk, lign. (30) | 62.302 | 773.64 59064.5 92255.93

tabell 8
For datasett 2:
mo —vg | Mp (Ibf-in./in.) | =V (Ibf/in.)

Ngyaktig 55.636 | 653.96 14547.1 548.05
Asymptotisk, lign. (30) | 55.600 | 653.82 14537.8 547.93

Timoshenko 13900 527

tabell 9




370 TILLEGG D. VANNTANK

Vi har her brukt Ibf og inch for & kunne sammenligne med verdier gitt i
Timoshenko [5], side 497. Timoshenkos resultater er basert pa forenkla asym-
ptotiske formler for Kelvin-funksjonene.

Fig. D.6 pa neste side viser avvik i % mellom eksakte, numeriske verdier og
verdiene fra de asymptotiske formlene med o = 5/7 fra datasett 1. Fig. D.7
viser tilfellet &« = 1 som betyr at tykkelsen gverst ¢t =0 .

. mg—mo v —vo
Formlene for avvikene er ( —%5— ] - 100 for momentet og ( -7 ) - 100 for
0 0
skjeerkrafta, der indeks a henviser til analytisk lgsning.
% avvik i my 09V, o= 5/7

2

1

0

y \ /

\Awik farmg,

x 2
S
S
[}
X 3

4

5

Awik forv0

-6

-7

1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

p
Figur D.6
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%awikimoogvo. oa=1

0.8
/ Awik for my
0.6
x
2
© 0.4
R I
02 Awik for —
0 /
-0.2 /
04 ]
0.6
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
B
Figur D.7
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TILLEGG E

JEFFREY - HAMEL
STROMNING

E.1 BRUK AV KOMPLEKSE TALL

Dette er en inkompressibel, to-dimensjonal stasjoneer og laminger strgmning i
en konvergerende/divergerende kanal ; se fig. E.1. Figuren viser halve kanalen,
der kanalveggene er gitt ved 0 = +a.

symmetri-mje '
Figur E.1

Strgmningsfeltet er symmetrisk om # = 0. Vi kan ha bade innstrgmning og
utstrgmning der u er positiv ved utstromning. Lgsningen nedenfor forutsetter
r > rg > 0. Lar u betegne hastigheten i radiell retning og v hastigheten i
f-retningen.

E.1.1 LIGNINGER I POLARE KOORDINATER

Kontinuitetsligning:
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Navier - Stokes ligning i r—retning:

“EJFZ@_ ro p8r+

o vou P lop  (Pu Lou_u 10
or2  ror r2 12002

Navier - Stokes ligning i #-retning:

Yor TR0 T r T Trpoe

ov vdv wv 1 dp <82v 1ov v 1 0%
v

a2 Trar 2o

20
r2 00

20
72 00

Ligningene ovenfor finnes hos White [22], appendiks D, eller hos Irgens:

Formelsamling i Mekanikk.

Antar v = 0, noe som er nzrliggende utfra fig. E.1. Med denne antagelsen far

vi et betydelig forenklet sett:

10
ror =
bu_ Aop (P 0w u 10%
or por or2  ror 12 r200?
10p 2v0u
0=—-L 2
r 00 + r 06
Kontinuitetsligningen E.1.1a gir:
0 .
a(ru) = 0 = ur er bare funksjon av 0
Innfgrer ur
Fo) ="
0)="
som gir
F(6
L EOy
r
0
E(MD =0=u+ ra—z som gir
Ou _ _u
or 7
Videre:

Med bruk av E.1.4a i E.1.1b, far vi fglgende sett:

u? 19p v 0%u
o por | 2002
10p  2v0u

=, o

(E.1.1a)
(E.1.1b)

(E.1.1c)

(E.1.2)

(E.1.3)

(E.1.4a)

(E.1.4b)
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Setter inn for u fra E.1.3:
F?1? 10p V2d*F

BT por TR
1 202 dF
0= _10p 2v7dF

pd0 " 12 do

Kryssderiverer for & eliminere trykket:

2R 1 9% | P dPF

B p000r 3 dp®
_ 19 4PdF
 pOrod  r3 de

slik at vi far fglgende ligning for F':

&*F dF ~ dF

Y 2 e E.l.
a5 "M T =0 (E-1.5)
Randbetingelser:

F(a)=0 (E.1.6a)
dF

0 =0 E.1.6b
0 (E.1.6b)
F(0) = Foaps = “’”Z’“T (E.1.6c)

E.1.6b er en symmetribetingelse som samtidig uttrykker at skjeerspenningen
T er lik 0 for 8 = 0.
Dette ser vi av fglgende uttrykk:

[ 10u 9 (v\| _pou _ pdF
W‘“[rae”ar( )] 00 2 dg

r

Innfdring av nye variable

Koordinat:

0
n=—,0<n<1 (E.1.7)
o
der 0 og a males i radianer.
Hastighet:
u T F
f= =2 = E.1.8
Umaks W Finaks ( )
Innfgrer Reynoldstallet
Re = _maks™@ (E.1.9a)
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slik at R
po R (E.1.9b)
o'
Innsatt fra E.1.7 - E.1.9a i E.1.5:
" +2Re-aff +4a%f =0 (E.1.10)
der f' = j‘:;
Randbetingelser:
f)y=0, f(0)=1, f(0)=0 (E.1.11)

Dersom vaeskemengden som strgmmer inn/ut i pkt. O i fig. E.1 er @, far vi:

a a 1
Q:Q-/ u~rd0:21/-/ Fd0:21/-Re-/ fdn
0 0 0

som innsatt for Re gir:

1
QZQumaks'TQ'/ fd77
0

eller: o
Umaks = —————F—— (E.1.12)
maks 2y - fol fd77
Ved suksessiv integrasjon kan E.1.10 skrives:
d
f (E.1.13)

1
-]
¥ \/(1—f)- [2Re-a- (f2+ f)+4a%f +C]
der C = [/(1)]

C bestemmes folgelig fra E.1.13 ved a sette n = 1 og nedre integrasjonsgrense
f = 0. Integralet kan omformes til et ufullstendig elliptisk integral av fgrste
slag. Analytisk skal vi bare se pa et spesialtilfelle som lar seg forholdsvis
enkelt uttrykke ved elliptiske Jacobi-funksjoner. @nsker vi tall-verdier for det
generelle tilfellet, er det like greit & bruke skyteteknikk pa E.1.10. Fig. E.2
viser noen strgmningsfelt som er lgsninger av E.1.13. Disse feltene vil veere
vanskelig & observere eksperimentelt da det symmetriske feltet i fig. E.1 er det
mest stabile.
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Tatt fra

PC LU: *Intreduction to the
Mechanics of Vicous Fluids®,
Hemisphere 1977

Figur E.2

Vi konsentrerer oss derfor om profiler av typen vist i fig. E.1. Nar Re < 0
( innstrgmning ), vil vi ha en strgmning der skjeerspenningen langs veggen
alltid har samme fortegn, og det er ingen fare for separasjon. For Re > 0, vil
vi kunne finne en tilhgrende f/(1) = 0 som gir null skjeerspenning ved veggen,
dvs.: f/(1) =0som gir C =01 E.1.13.

La oss derfor forspke & beregne den verdien av Re som for en gitt verdi av «,
gir null skjeerspenning ved veggen. Setter derfor C' = 01 E.1.13 som vi skriver
pa folgende mate:

(E.1.14a)

)= 1 /1 df
VEReadr VU0 -F-(f+D)

6
D=1+ — E.1.14b
+ he ( )

der
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Fra integraltabell:

1 ®
S T
f vVa-f-f-(f+D) Vv1+D ’ 1+ D Jy 1—(m-sin2)9
E.1.15a
der
sing =+/1—fogm= 1iD (E.1.15b)

F(¢,m) er et ufullstendig elliptisk integral av 1. slag. Henviser til appendiks
G, innledning, der m betegnes k2.

E.1.14a kan da skrives:

3

m-F(gﬁ,m):ﬂF(qﬁ,m)

n= (E.1.16)

Setter n = 1 og med nedre integrasjonsgrense f = 0, blir F'(¢, m) et fullstendig
elliptisk integral:

; =F (g,m) = K(m) eller G(m) = K(m) — /- <a + 1?) (E.1.17)

K (m) beregnes av Matlabfunksjonen ellipke som sammen med nullpunkts-
lgseren fzero lgser G(m) =01 E.1.17.
Startverdier for fzero som funksjon av a° (grader):
0 < a® <45°:Re=590/a’
45° < a® < 65° : Re = —0.274 - a° + 22.1
65° < a” <90°: Re=—0.17-a° + 15.3

(E.1.18)

Tabellen nedenfor er utskrift fra programmet jhshearz:

o

5.00
10.00
15.00
20.00
25.00
30.00
35.00
40.00
45.00
50.00
55.00
60.00
65.00
70.00
75.00
80.00
85.00

Re
1.17794e+4-002
5.83254e+001
3.82491e+001
2.80217e+001
2.17348e+001
1.74190e+001
1.42307e+001
1.17481e+001
9.73687e-+000
8.05676e+000
6.61849e-+000
5.36263e+000
4.24812e+000
3.24569e+000
2.33390e+000
1.49673e+4-000

7.21929e-001

Re -«
1.02795e+001
1.01797e+001
1.00136e+001
9.78141e+000
9.48358e-+000
9.12059e+000
8.69305e+000
8.20169e+000
7.64732e+000
7.03085e+000
6.35329e+000
5.61573e+000
4.81934e4-000
3.96536e+000
3.05507e+000
2.08983e+000
1.07100e+000
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Nar vi na har funnet, for gitt o, den verdien av Re og produktet Re-a som
gir f/(1) =0, kan vi beregne f og f’ som funksjon av n. Fra E.1.16:

¢ = % = F(¢,m) (E.1.19a)

der

. 3 1
sin ¢ = Vl_fa B = m, m = 1+7D (E.1.19b)

f(n) kan da finnes fra de elliptiske Jacobifunksjonene sn(¢, m) eller cn(¢, m):
f=1-sn%(¢,m) = cn?(,m) (E.1.20)

sn(¢,m) og cn(¢,m) beregnes med Matlabfunksjonen ellipj.
f'(n) finnes fra E.1.13 med C = 0:

2
f'(n) = —\/(l—f)~ [3 Re-a- (f2+ f)+4af (E.1.21)
Kan ogsa finnes ved & derivere E.1.20 direkte:

f'(n) = —2sn(¢,m) - en(¢,m) - dn(¢, m) (E.1.22)

Et eksempel med o = 20° er beregnet med programmet jhshearz3 og plottet
ifig. E.3.

Critical case. Rea =378 , == 200

Fa

Figur E.3
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Et tilfelle som det ofte henvises til i litteraturen, er nar a®> < Re-a, Re > 0.
(Velger a skrive Re «a istedenfor Re-«). Siste leddet i E.1.10 kan na slgyfes.
Ligningen blir na:

" +2Reaff =0 (E.1.23)

Merk at det bare er produktet Re o som opptrer i E.1.23; ikke Re og « separat.

E.1.13 kan na skrives:

1 ! df
n:\@Rﬁa4‘¢ﬂ—f%U?+f+aﬁ (2
der o
Co = TR (E.1.24b)

Cp bestemmes ved a sette n = 1 og f = 0. For C' = 0 blir Cy = 0 slik at
E.1.24a na blir:

1
1 df
n= (E.1.25)
/gRea/f (L=f)-f-A+f)
eller med notasjon som i E.1.15a og E.1.16:
g (6 1) der p= /-2 (E.1.26)
= 9 ) P TV Rea o

La oss spesielt bestemme den verdien av Re o som gir C = 0. Med n = 1, far
vi fra E.1.26:

1 T 1 1 1 2 do
(2 e (D)ot (D)= [ e
B 22 2 2/ Jo - Lsin?0

som gir:

1\ 12
Rea=3- [K <2>] = 10.31277873 (E.1.28)

Fig. E.4 nedenfor viser noen kurver for tilfellet o> < Rea med grensever-
dien Rea = 10.313 som angir null skjerspenning ved veggen. (Re < O0:
innstrgmning ; Re > 0: utstromning). Beregning i programmet jhfigur der vi
bruker skyteteknikk og sekantmetoden.
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Jeffrey-Hamel flow

1~
0.9 N

Rea.=-50

. NEA
AV VA

Reci=0
w— 0.5
Rea.=5 \ \
0.4
0.2 \ \\

Figur E.4

Tilfeller som lett lar seg lgse analytisk er Re < 1 (Stokes stromning), slik at
leddet 2-Rea - f - f’ kan slgyfes i E.1.10. Dersom ogsa o? < 1, kan begge de
to siste leddene slgyfes, slik at vi sitter igjen med f”/ = 0 som gir en vanlig
Poiseuille-strgmning. (Parabelformet hastighetsprofil).






TILLEGG F

LASNING AV BLASIUS OG
FALKNER-SKAN LIGNING
VED BRUK AV
DIFFERANSEMETODER

STARTVERDIER. POHLHAUSEN-POLYNOM

Falkner -Skan- ligningen:
B 1= () =0 (F.0.1a)
med fglgende randbetingelser:

f(0)=0, f'(0) =g(0)=0

(F.0.1b)
f(ns) = g(ne) = 1
Dessuten oppfyller (F.0.1a) folgende betingelser:
1 /
o) = o) =0
f"(M00) = 9" (11c0) (F.0.10)

f7(0) = ¢"(0) = =B, f"(nx0) = 9" (11c) = 0

Polynomer som oppfyller betingelsene i (F.0.1b) og (F.0.1c), kalles Pohlhau-
sen - polynomer. La oss forsgke a utlede disse og starter med tilfellet 8 = 0.

Antar
f ') =k-&-(£-1), £=1/nx (F.0.2)

som tilfredstiller betingelsene f”'(0) = 0, f”(nx) = 0. k er en konstant som
ma bestemmes.

Ved integrasjon:

£ = S g (26 - 9] (F.0.3

383
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hvor vi har benyttet betingelsen f” (1) =0

Ny integrasjon:

f’<n>:k'lgg°-f~[2+£2-<s—2>]

Betingelsen f'(n) = 1 gir k = 12/n% og f'(0) = 0 er oppfylt.

Derav:
Fly=¢- 2+ (¢-2) (F.0.4)
En siste integrasjon gir:
Fn) =nc€? - 1+ €2-(£/5 - 1/2)] (F.0.5)
For B # 0 starter vi med f"”'(n) = (§U_2 D [126 + B - (1 — k1&) - ko] basert pa

(F.0.5) der konstantene k1 og k2 ma bestemmes.

1" (nso) = 0 er oppfylt, mens betingelsen f”/(0) = —f som folger fra (F.0.1c),
gir ks = n2,. Ved & integrere opp to ganger, finnes k; = 2 fra betingelsen
f'(ns) = 1. En ny integrasjon gir da f(n).

Pohlhausen-polynomene for Falkner-Skan med £ = i da:

UES!
f(n) =nc” {1 + &2 <§ - ;) + g B —e4¢2 <i - g)] ngo} (F.0.6a)
Fo) =€zt -2+ 5 -3+ 26- 0l (F.0.6b)
f(m) = ;{2 +26%(26 - 3) + §[1 — 66+ 839 - 4§>]n§o} (F.0.6c)
7o) = o {1266 = 1)+ 8- (€3 - 20 - 1o} (F.0.64)
For Blasius ligningen er 8 = 0 og (F.0.6) blir:
F(n) = 10o€” [1 +¢& <§ — ;) } (F.0.72)
£n) = 2+ €2 (¢~ 2)] (F.0.7h)
£ = [2 +46° = 667 (F.0.70)
£ = 2 € =) (F.0.7d)

Det er lett a forsikre seg om at (F.0.6) tilfredstiller betingelsene i (F.0.1b) og
(F.0.1c).

Pohlhausen-polynomer brukes ofte til & gi startverdier ogsa ved numerisk
lgsning av de generelle grensesjiktligningene. ( Se f.eks. Cebeci [4]).
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PROGRAMMET BLADIFF

Vi lgser her Blasius ligning ved a skrive systemet som en 1. ordens ligning og
en 2. ordens ligning som vist i avsnitt 3.5

Nummerering;:
O 1 2 i N1 N N+
I — I —+—
n=0 n=1.
Figur F.1
Fra (3.5.7b) og (3.5.8) i kap 3:
i
fi= /0 g dn (F.0.8)
o, ho
<1 - Efl ) g9i—1 — 29@' + (1 + §fz > git1 = 0 (F09)

der h = An, f'(n) =g(n) ogi=1,2,...,N

Husk at alle stgrrelsene uten iterasjonsindeks er ved iterasjon m + 1. (F.0.8)
lgses ved bruk av Heuns metode (trapesmetoden i vart tilfelle):

sum :=0.0
Utfer for ¢ :=1,2,...,N +1

h (F.0.10)
sum =sum -+ §(gZ + git1)

fi :=sum

Fra (F.0.9) far vi folgende uttrykk for koeffisientene i Thomas-algoritmen:

1= 1:
h m
a1 =0, by = -2, 61:1+§f1 , d1 =0 (F.O.ll)
2<3< N -—1:
h h
i=N:

h h
aN:<1—2f}\7>, bN:—Z, cy =0, dN:—<1+2f17\7[L>

La@sningsprosessen blir som fglger:



386 TILLEGG F. LOSNING AV BLASIUS OG FALKNER-SKAN LIGN.

1. Startverdier beregnes fra (F.0.7)
2. Deretter lgses (F.0.9) ved bruk av Thomas-algoritmen(tdma).
3. Nye verdier for f beregnes fra (F.0.10).

Skrittene 2—-3 gjentas til konvergens er oppnadd.

Konvergensbetingelse:
}g'(O)erl -4(0)" <e (F.0.12)
1”(0) beregnes fra (3.5.10).
2f1
0 =9~ F5 (F.0.13)

Programmet ligger pa Disketten i mappa App6. Tar med et utsnitt av listin-
gen som viser iterasjonslgkka samt iterasjonsforlgpet

it = 0; fac = detax0.5; df2 = 1.0;
while (df2 > epsi) & (it <= itmax)), Start of iteration loop
it = it + 1;
a 1.0 - facx*f;
b -2.0*ones (neq,1);
c 1.0 + facxf;
d(neq) = -c(neq);
x = tdma(a,b,c,d); % Solve system of equations
for k = 1: neq
g (k) x(k);
end
% === Compute new f by the trapezoidal method ===
£(1) = fac*g(1);
s = £(1);
for k = 2: np
s = s + fac*x(g(k) + g(k-1));
f(k) = s;
end
f2new = 2*xf(1)/deta”2;
df2 = abs(f2new - f2wold);
fprintf (’ %10.0f %10.4e %10.3e \n’,it,f2new,df2);
f2wold = f2new;
end % end of iteration loop
if it > itmax
disp(’ #*** Max. number of iterations! **xx*’);

end ;

Iteration mno. s = £"(0) ds
1 4.2360e-001 7.882e-002
2 4.5537e-001 3.177e-002
3 4.6541e-001 1.004e-002
4 4.6842e-001 3.007e-003
5 4.6930e-001 8.859e-004
6 4.6956e-001 2.598e-004
7 4.6964e-001 7.611e-005
8 4.6966e-001 2.228e-005
9 4.6967e-001 6.523e-006

PROGRAMMENE FSKPENTA OG FSKDELTA

Vi lgser her Falkner-Skan ligningen ved & diskretisere ligningen direkte uten
a forst skrive den som 1. ordens og en 2. ordens ligning.

Nummerering;:
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—t— | —t
n=0 n=n,
Figur F.2
Ligning:
y;// ty-y'+B[1— (y’)Q] =0 (F.0.14a)

med randbetingelser:
y(0) =y'(0) =0, ¥ (1) =1 (F.0.14b)

Bruker sentraldifferanser for de deriverte med h = An:

7

v = (Yis2 — 2Yit1 + Yio1 — Yi—a)/2h°
y! = (i1 — 2yi + yio1) /b (F.0.15)
Y = (Yi+1 — yi—1)/2h

Vi beholder nummereringen fra bladiff, selv om y(1n) ikke er gitt.

Ved a sette (F.0.15) inn i (F.0.14) med pafslgende linearisering, far vi folgende
ligningsystem med en pentadiagonal koeffisientmatrise - en diagonal for hvert
indeks:

—yi—a 4+ [2(0 + hy™) + Bh(yity — vi1)] - yiea
+2h(yi't — 4" + Y1) - v

+12(hy;" = 1) = Bh(yit1 — ¥i%0)] - Yir + yi2 (¥.0.16)
=2hy; (yi+1 -2y, + yi_l) - Qﬁh3 — ?(y“_l — yi—1)2

Vi har utelatt indekset m + 1. Systemet i (F.0.16) har formen:

(b1 1 I n 1 [ dy ]|
az by c2 fo Y2 da
es a3 b3 c3 f3 Y3 ds
€; (77 bL C; fz . Yi = di (FO 17)
€n—2 Qp-2 bn72 Cp—2 fn72 Yn—2 dn72
€n—1 QAap—1 bnfl Cn—1 Yn—1 dnfl
i en  an b | | Yn | | dn |

der ligning nr.: skrives:

€ Yi2+a; - Yi—1+b-yi+ci Y1+ fivipo=d;, 1=12,...,N
(F.0.18)

Ett av problemene er at nar (F.0.18) skrives ut for i = N , far vi leddene
YN+1 08 YN+2 som er ukjente.
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Betingelsene ¢/ (00) =1 08 4" (100) = 0 der 1o = N1 gir:
Yn+1 =Y~N +h, ynt2 = yn + 2h (F.0.19)
y(0) = ¢/(0) = 0 sammen med (F.0.19) brukt i (F.0.16) gir da folgende system:
i=1:
2h(ys" —4y1") = 1] -1 + 2(hyt" — 1) — Bhya'] - ya + y3
=2hy 'y — 20") — 260° — _ Bh(yf)?
i=N-1
—yn-3+ [2(1 4+ hyX 1) + Bh(yN — YN -2)] - yn -2
+2h(y — 4YN-1 +YN-2) - YUN-1
+[2hyR 1 — 1 = SRR — yR—o)] - un (F.0-20b)
—2hyR (R — 20%1 + ) — b — 26K — SBROR — uR )’
i=N:
—yn—2 + [2(1 + hyR) + Bh(yN — yN-1 +h)] - yn-1
+12h(yR 1 — 29R) + 2h% — 1 — Bh(yR — yR—1 + h)] - yn (F.0.20c)
=2y (R — 9R) — SBR® — ORI — yR)

For 2 <i < N — 2 brukes (F.0.16).

(F.0.20a)

Skriver eksplisitt ut alle koeffisientene:

fi=1l,e=-1,i=1,...,N

a; =2(hy" + 1)+ Bh(yit1 — "), i=2,...,N =1
an =2(hyy +1) + Bh(yN — ynN-1 +h)

by =2h(y;t 1 — 4y +yitq), i=2,...,N =1

by =2h(yy" —4y7") — 1 (F.0.21a)
by =2h(yN_1 — 2y%) + 2h% — 1 — BR(yR — yit_1 + h)

¢i =2(hy;" — 1) = Bh(yit1 — yit1), i=2,...,N =2

cr =2(hyi" — 1) — Bhyy"

en-1 =2hyN_y — 1= Bh(yx — yN_2)

d; =2hy" (yity — 2y +y"y) — 28R° — §ﬁh(yi+1 —ym ) i=2,...,N -2
1
di =2hy"(y5" — 2y7") — 2Bh* — iﬁh(yén)z
1
dn—1 =2hyR}_1 (YN — 2yR_1 +yRt_o) — h — 28R° — iﬁh(y’f\} — YR _y)?

dn =2hy§ (yN-_1 — YN) — 55}13 - iﬁh(yz\/ — YR 1)’
(F.0.21D)
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Funksjonen penta lgser systemet i (F.0.21). (En Fortran-versjon er beskrevet i
appendiks I). Programmet fskpenta er skrevet som en funksjon slik at penta
er innlagt i fskpenta og ligger pa Disketten i mappa App6. Tar med et
utsnitt av listingen som viser iterasjonslgkka samt iterasjonsforlgpet.

it = 0; merror = 1.0;

bh = beta*h; bh3 = betax*xh~3;

while (it <= itmax)& (merror > epsi)
it = it + 1;

for k = 2: n-1

a(k) = 2%(h*y(k) + 1) + bh*(y(k+1) - y(k-1));

b(k) = 2xhx(y(k+1) - 4x*xy(k) + y(k-1));

c(k) = 2x(h*xy(k) - 1) - bh*(y(k+1) - y(k-1));

d(k) = 2xhxy(k)*(y(k+1) - 2*xy(k) + y(k-1))...

-2%bh3 - 0.5*bh*(y(k+1) - y(k-1))"2;

end

a(n) = 2x(h*y(n) + 1) + bh*(y(n) - y(n-1) + h);
b(1) = 2xh*x(y(2) - 4xy(1)) - 1;

c(1) = 2%(h*y(1)-1) - bh*y(2);
b(n) = 2*h*(y(n-1) - 2*y(n)) + 2*xh~2 - 1 -bh*(y(n)-y(n-1) + h);
c(n-1) = 2xh*y(n-1)-1 - bh*(y(n) - y(n-2));

d(1) = 2xh*xy(1)*(y(2) - 2*y(1))- 2xbh3 - 0.5xbh*xy(2)"2;
d(n-1) = - h + 2xh*y(n-1)*(y(n) - 2*xy(n-1) + y(n-2))

-2*¥bh3 -0.5%bh*(y(n) - y(n-2))"2;
d(n) = 2xh*y(n)*(y(n-1) - y(n))-1.5%bh3 - 0.5*bh*(y(n) - y(n-1))"2;

x = penta(e,a,b,c,f,d); /% Solve system of equations
merror = sum(abs(y-x))/n; /Compute mean error
fprintf (’ %10.0f %12.3e \n’,it, merror);
y = x; % Update the y-vector
end
if it >= itmax
fprintf (°’\n #*** Max. number of iterations! ***\n’);
end ;

Iteration

no. mean error
1 4.049e-001

2 7.561e-002

3 2.886e-003

4 4.132e-006

Vi ser at iterasjonsprosessen her forlgper mye raskere enn i programmet
bladiff. Det skyldes at vi neglisjerte leddet 0 f;(gj}; — g;") i den ene lignin-
gen i bladiff for & fa systemet pa tridiagonal form.

Bruk av delta-formen

I fskpenta har vi ligningsystemet pa formen:

ei-yﬁ§1+ai-yzﬁl+bi~y?+1~|—cl--y;f{l —I—fi-yﬁgl =d;, i=1,2,...,n
(F.0.22)
Ved & innfgre ylmﬂ = y" + 0y; og tilsvarende for de andre ¢-indeksene i
(F.0.22):

€ 0Yio+aj - Oyi_1 +bi - 0y + ¢i - Oyin1 + fi - OYino =
di —(ei-yitp +ai-yiy +bi-yi" t iyl + fiyite), i=1,2,... N
(F.0.23)
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Dette betyr at det er bare hgyre-siden som forandres, ihvertfall fgr vi setter
inn randbetingelser.

Nar (F.0.23) skrives ut for ¢ = N, far vi som tidligere leddene yn4+1 0g yn+2,
samt na ogsa dYn+1 08 OYN+2.

Na har vi fra (F.0.19):

YN+1 = YN +h, yni2 = yn + 2h (F.0.24a)
slik at
Oyn+1 =yt — YN =y Hh = R+ h) =y - yR = oy
som gir
SYn+1 = OYyn+2 = OYn (F.0.24b)

Angir derfor bare de koeffisientene som skiller seg fra (F.0.21).

di =2- [yt —yity — hy" (vt — 20" + yiy)]

+Yio = Yito — 26R° + %(yﬁl — ), i=3,...,N =2
dy = 2 [ — b — 200)] 2800+ O 0)?
dy = —yy" +2-[y5" — " — hyz"(y3" — 2y3" + 1")]
~2ph° + Ot — Y (F.0.25)
dv-1=YN +yn_3 —h—2-[y§_o + hyN_1(YN — 2yN_1 + YN _2)]
—28h° + %(y?& —yio)’
dy =y§N — 2yN_2 + yn—2 — 2hyN (N1 — YN +h)
+28h° + %(y}? — YN+ h)°

Programmet fskdelta som bruker disse koeffisientene, blir da temmelig likt
fskpenta. Det ligger pa Disketten i mappa App6. Tar med et utsnitt av
listingen som viser iterasjonslgkka. Iterasjonsforlgpet blir som for fskpenta.

it = 0; merror = 1.0;

bh = beta*xh; bh3 = beta*xh~3;

while (it <= itmax)& (merror > epsi)
it = it + 1;

for k = 2: n-1

a(k) = 2x(h*y(k) + 1) + bh*(y(k+1) - y(k-1));

b(k) = 2xh*x(y(k+1) - 4xy(k) + y(k-1));

c(k) = 2x(h*xy(k) - 1) - bh*(y(k+1) - y(k-1));

d(k) = 2*x(y(k+1) - y(k-1) - h*y(k)*(y(k+1) - 2xy(k) + y(k-1)))...

-2%¥bh3 + 0.5*bh*(y(k+1) - y(k-1))"2;
if (k > 2) & (k < n-1)
d(k) = d(k) + y(k-2) - y(k+2);

end
end
a(n) = 2*x(h*y(n) + 1) + bh*(y(n) - y(n-1) + h);
b(1) = 2xhx(y(2) - 4*y(1)) - 1;
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c(1) = 2%(h*y(1)-1) - bhxy(2);
b(n) = 2xh*(y(n-1) - 2xy(n)) + 2%¥h"2 - 1 -bh*(y(n)-y(n-1) + h);
c(n-1) = 2*%h*y(n-1)-1 - bh*(y(n) - y(n-2));
d(1) = y(1) - y(3) + 2x(y(2) - hxy(1)*(y(2) - 2*xy(1)))
- 2*%bh3 + 0.5*%bhx*y(2)"2;
d(2) = - y(4) + 2x(y(3) - y(1) - h*xy(2)*x(y(3)-2*xy(2)+y(1)))
- 2*xbh3 + 0.5%bh*(y(3) - y(1))"2;
d(n-1) = y(n) + y(n-3) - h .
-2*%(y(n-2) + h*xy(n-1)*x(y(n) - 2xy(n-1) + y(n-2)))...
-2%bh3 + 0.5*%bh*(y(n) - y(n-2))"2;
d(n) = y(n)-2*xy(n-1) + y(n-2) -2*h*y(n)*(y(n-1) - y(n) + h)...
-2%bh3 + 0.5%bh*(y(n) - y(n-1) + h)"2;

dy = penta(e,a,b,c,f,d); 7’ Solve system of equations
y =y + dy; % Update the y-vector

merror = sum(abs(dy))/n; %Compute mean error
fprintf (° %10.0f %12.3e \n’,it, merror);
end

if it >= itmax
fprintf (’\n *** Max. number of iterations! ***\n’);
end ;
Forskjellen mellom de to versjonene er at delta-versjonen vanligvis gir litt mer
komplisert hgyreside i ligningsystemet.

PROGRAMMET FSKDIFF

Programmet fskdiff kan betraktes som differanseversjonen av skyteprogram-
met fsksec i kapittel 2 ved at det lgser Falkner-Skan ligningen ved bruk av
Matlab- funksjonen bvp4c. fskdiff plotter hastigheten f’(n) samt skjeerspen-
ningen f”(n) for en gitt verdi av 5. Lagt ved en beregning for 5 = 1.

function fskdiff
% Solves the Falkner-Skan equation
% for a given value of beta using Matlab-function

% bvpéc.
% This version uses nested functions.
betasep = -0.19883768;

beta = input(’ beta = 77);

while (beta < betasep) | (beta > 1.999)
fprintf (’beta = %7.3e is invalid!\n’,beta);
disp(’ Try again !’);
beta = input(’ beta = ?7’);

end

etainf = svalue(beta);

solinit = bvpinit(linspace(0,etainf ,10),@fskinit);
% set ’stats’ = ’on’ to get information

options = bvpset(’stats’,’off’);

sol = bvpdc(@fskode,@fskbc,solinit,options);
eta = sol.x;

f = sol.y;

fprintf (’\n’);

fprintf(’> £°°°°(0) = %7.5f.\n’,f(3,1))

% Limits for plotting

vl = ceil (10*f(3,1))*0.1;

vl = max (1.1, v1);

v2 = ceil (10*xetainf)*0.1;

FS = ’FontSize’;

clf

plot(£f(2,:),eta,’k’,f(3,:),eta,’k-.");

axis ([0 v1 O v2]1);

stitle = sprintf (’Falkner-Skan equation. \\beta = %5.3f’,beta);
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title(stitle,FS,14);

ylabel (’\eta’,FS,14, Rotation’,0);

xlabel (’f’’(\eta), f’’’’(\eta) \rightarrow °’,FS,14)
grid

shg

function dfdeta = fskode(eta,f)

% The Falkner-Skan equation

dfdeta = [ £(2); £(3); -f(1)*£f(3) - betax(1 - £(2)°2)];
end

function res = fskbc(f0,finf)
% Boundary conditions for the Falkner-Skan equation
res = [f0(1); f0(2); finf(2) - 1];

function v = fskinit(eta)

% Pohlhausen polynomials give initial values for the Falkner-Skan equation
% These polynomials satisfy the boundary conditions
% £(0) = 0 , £2(0)=0, f’(etainf) = 1

x = eta/etainf; x2 = x*x;

v = zeros(3,1);

fac = beta*etainf~2/6;

fac*x(0.5 - x + x2%(0.75 -0.2%x));

fac2 = fac*(1 - 3*x +x2*(3 - x ));

fac3 = fac*(1 + x2x(9-4%x)-6%x);

v(1l) = etainf*x2x(1 + x2*(0.2*x - 0.5)+ facl);

v(2) = x*x(2.0 + x2%(x - 2)+ fac2);

v(3) = (2 + x2*x(4*x - 6)+ fac3)/etainf;

Hh
o
13}
-
1

function etamax = svalue(beta)
% Estimate of etamax for a given value of beta
% See appendix 3,part 3.
pl = [0.633 -1.68 5.76] ; p2 = [36.76 2.0 5.87];
p3 = [0.125 -0.9 5.463];
if ( beta <= 1.0)
if ( beta >= 0.0 ) % O <= beta <= 1.0
p = polyval(pl,beta);
etamax = round (10.0*p)*0.1;
else
p = polyval(p2,beta); 7 betasep <= beta < 0O
etamax = round (10.0*p)*0.1;
end
else
p = polyval(p3,beta); % 1 < beta <= 1.999
etamax = round (10.0*p)*0.1;
end
end
end
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Falkner-Skan equation. = 1.00
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TILLEGG G

ANALYTISKE LOSNINGER

G.1 INNLEDNING

I en rekke av avsnittene far vi bruk for elliptiske integral og funksjoner. For &
slippe gjentagelser, gir vi en kort beskrivelse av disse her.

Det ufullstendige elliptiske integralet av 1. orden er gitt ved:

¢ du
F(p, k) =
(#:%) /0 1 — k2sin?(u)

(G.1.1)
der ¢ € [0,7/2] og k =€ [0, 1]
For ¢ = m/2 , far vi det fullstendige elliptiske integralet av 1. orden:
/2
K(k) = / du (G.1.2)
0 /1 —kZsin?(u)

Ofte brukes symbolet m = k? . Dette er f.eks. gjort i appendiks E.

Tilsvarende har vi det ufullstendige elliptiske integralet av 2. orden er gitt ved:

¢
E(¢, k) = / 1 — k2 sin?(u) - du (G.1.3)
0
(G.1.4)
der ¢ € [0,7/2] og k € [0,1] (G.1.5)

For ¢ = w/2 , far vi det fullstendige elliptiske integralet av 2. orden:

E(k) = /0 7 k() - du (G.1.6)

De fullstendige elliptiske integralene beregnes av funksjonen ellipke i Mat-
lab. De ufullstendige integralene finnes ikke i Matlab og er separat kodet i
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funksjonene ellipfk og ellipek.

Vi har ogsa bruk for inverse funksjoner av de elliptiske integralene nar vi
gnsker a finne ¢ eksplisitt.

F(¢,k) kan lgses m.h.p. ¢ ved bruk av den Jacobi-elliptiske funksjonen sn:

¢ u
F(¢,k) =v(k) = /0 ( = :2 sin2(u)> (G.1.7)
(G.1.8)
sin(¢) = sn(v, k) (G.1.9)

De Jacobi-elliptiske funksjonene cn og dn er definert via sn ved:

sn?(v, k) + en?(v, k) = 1
(G.1.10)
dn®(v, k) + k?sn?(v, k) = 1

sn,cn og dn beregnes i Matlab av funksjonen ellipj.
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G.2 ENKEL MATEMATISK PENDEL

Figur G.1

Pendelligning:

0 g .

Ved a betrakte pendelsnora som en masselgs stang, kan vi la 8y variere i inter-
vallet —m < 0y < w . Pa grunn av periodisiteten, kan vi begrense 0 < 6y <«
oss til .

Innfgrer en dimensjonslgs tid t:

t= % T (G.2.2)
slik at (G.2.1) kan skrives: )
6 + sin(f) =0 (G.2.3)

Prikk betyr heretter derivasjon m.h.p t.

Multipliserer begge sider av (G.2.3) med 6 og omformer:

1d . d .
5%(9)2 — %(008(9)) =0 — 6% — 2cos(f) = C1 (G.2.4)

(G.2.4) uttrykker at kinetisk energi + potensiell energi er konstant.

Initialbetingelser for ¢ = 0: '
=0y, 0=0 (G.2.5)

(G.2.5) brukt i (G.2.4) gir C1 = —2cos(fy) slik at (G.2.4) kan skrives:

6% =2 - (cos(6) — cos(p)) (G.2.6)
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Fra (G.2.6):
dt = — 40 (G.2.7)
V2 - (cos(8) — cos(6p))
Innfgrer:
cos(v) = 1 — 2sin? (E) , v=~0og by (G.2.8)
2
slik at (G.2.7) kan skrives:
dt = — 40 (G.2.9)
2\/<sm2 (90) — sin? (0>>
2 2
Innfgrer videre:
in (2 in (2
min(®) o= D gy

sin (60) k
Fra (G.2.10) folger sin (§) = ksin(¢) , € = kcoz(g)
2
do
1 — k?sin®(¢)

slik at (G.2.9) kan skrives:

dt = —

som gir:

t——/¢ du _/7r du _/¢ du

7/2 /1 — k2sin?(u) 0 1—k2sin?(u) Jo /1 — kZsin?(u)
K(k)— F(o,k) (G.2.11)

Se innledningen for betydningen av integralene.

K (k) er svingetiden for en fjerdedel av hele perioden. Kaller denne fjerdelspe-
rioden 7"

T = K(k) (G.2.12)
I Matlab beregnes T fra: T = ellipke(k?)

Eksempel: 6 = 60° — k = 3 fra (G.2.10) som gir T = 1.68575035- - fra
Matlab.

Fra (G.2.11):
F(¢,k)=K(k)—t=T—t

Den inverse av F(¢.k) kan uttrykkes ved den Jacobi-elliptiske funksjonen sn
slik at vi far

sin(¢) = sn(T — t, k) (G.2.13)
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Ved a bruke (G.2.10), far vi:

0 = 2arcsin[k - sn(T — t, k)]

. (G.2.14)
0 = —2ken(T — t, k)

La oss se pa svingetiden T for sma utslag. Husk at T her er fjerdeparten av
den totale svingetiden.

Fra (G.2.12):

/ 1—k281n
2
:/0 ( —i—2k‘281n( )+2k4sin4(u)+--->duzg<1+]1—|—§4k‘4)

k2 1 4 1
Forl feil 1 —_—< — T
orlanger feilen <1 % — 1 < 100 100~ &

Fra (G.2.10) far vi:

sin (920> =k=0.2-—0y<231°

Dersom vi er forngyd med en feil pa 5%, tilsvarer dette 6§y = 50.4° . Figuren
nedenfor viser kvartperioden som funksjon av 6

Svingetiden for en kvart-period

|

3.5

T
3
25
2
/
I E—
1.5
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
eo(g rader)

Figur G.2
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G.3 STOR NEDBOYNING AV KRAGBJELKE

X

Figur G.3

Bruker buelengden ! og helningsvinkelen 6 som variable. Alle lengder er gjort
dimensjonslgse ved divisjon med bjelkelengden L. Buelengden [ gar derfor fra

=0iAtill=11B.

Momentligning;:
dd  PL?

a = mr
Geometriske relasjoner:

dx dy .
= cos(f) , 1= sin(6)

Deriverer (G.3.1) m.h.p. [ og setter inn fra (G.3.2):

d’9 PL?
W + ﬁ COS(H) =0

Parameteren o definert ved:

, PL?
~ EI

Vi ma da lgse fglgende differensialligninger:

(0%

d%9
iz + a?cos(f) =0

(G.3.1)

(G.3.2)

(G.3.3)

(G.3.4)

(G.3.5a)

(G.3.5b)

(G.3.5¢)
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Utledningen videre fglger stort sett den som er gitt i del G.2, og vi tar derfor

ikke med alle detaljene.

Fra (G.3.5a):
2
CCZZTQH = —a?cos(h)
Integrasjon:
2
(Cj;) = —2a’sin(f) + C
Fra (G.3.5¢):

0 =0y og C=0forl=1som gir:

N" _ 902 (sin(80) — sin(6)
()

(G.3.6)

Oy er er helningen pa enden [ = 1 og er ukjent. Bruker dessuten betingelsen

at lengden bevares.

Innfgrer en ny variabel ¢ definert ved:

1 + sin(0)

1
sin?(¢) = T sin(60) og en konstant k? = 5(1 + sin(6p))

Med disse definisjonene far vi:

1+ sin(f) = 2k?sin®(¢) , 1 —sin(f) = 2(1 — k*sin?(¢))

4k? si
VA0 ) = V2 eos(s) , do = LD A0 g
Betingelser:
«9—0—>sm(¢1):\/]; 9—90_>¢:g

Med bruk av (G.3.4), (G.3.8) og (G.3.9):

o=y L - / 1%28111 = K(k) = F(61.k)

Nedbgyningen § pa enden blir da:

™/ sin“(u) —
R R L U PR R )

2 1 — k2sin?(u)

Se innledningen for betegnelsen for integralene.

Vi er ogsa interessert i & finne den horisontale lengden [y, .

(G.3.7)

(G.3.8)

(G.3.9)

(G.3.10)

(G.3.11)

Denne finnes ved a sette t =0 — 0 = 01 (G.3.1) som med bruk av (G.3.6)

gir:
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2 sin(0
zhztn(o),zhzuoreo:o,a:o (G.3.12)
Med gitt verdi av 0 , finnes k fra (G.3.7), ¢1 fra (G.3.9), a fra (G.3.10), 6 fra
(G.3.11) og I}, fra (G.3.12).

Vanligvis er det lastfaktoren o som er gitt. Fra (G.3.7) og (G.3.10) far vi:

K(k‘) —a = F(¢17/€) — Sin(gbl) = sn[K(k;) — a,k;] — \/;k

som blir:
_sn[K(k) —a,k]  dn(a, k)
k= 7 = V2 cn(o k) (G.3.13)

Vihar lgst (G.3.13) numerisk ved bruk av sekantmetoden i funksjonen kalpha.
Fra programmet ldctable far vi fglgende tabell (6 i grader)

« 00 1) lh
0.0 0.000 0.00000 1.00000
0.5 7.121 0.08275 0.99588
1.0 26.434 0.30172 0.94357
1.5 48.217 0.52670 0.81414
2.0 64.242 0.66996 0.67106
2.5 74362 0.75088 0.55512
3.0 80.527 0.79906 0.46818
3.5 84.260 0.83048 0.40305
4.0 86.521 0.85275 0.35323
4.5 87.871 0.86952 0.31416
5.0 88.721 0.88273 0.28281
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G.4 LIGNINGEN y’(x) = a-y?3(x)

Ligning:
d*y 2
Randbetingelser:
6 3
== 1) = — 4.1b
y(0) =",y = (GA.1b)

Denne ligningen har to lgsninger, og den ene finnes enkelt ved direkte integra-

sjon.
1d
"o 2,/ - v N2 — /
vy =ay oy o o (W) =ayey
eller:
(y’)2=2a'/(y2-y')+0
Vi har: g .
b3y a2 2. .n_ 9
W) =3y y—>/(y v)=73
2a
- W) =Sy +C (G.4.2)
Velger Cy = O:

(v)* = %ay?’ — ny = i\/%a Ly
X

Velger negativt fortegn p.g.a. betingelsen (1) = 2

= %:
3 1
=2\/— —+C
* 2a /Yy T4
Betingelsen y(0) = g gir C1 = —1 slik at vi far tilslutt:
() = y(a) = — (G43)
z)=ylr) = ——— 4.
yI y a - (x + 1)2

Ved a velge Cy # 01 (G.4.2), finner vi den andre lgsningen. Dette blir mer
komplisert og gir derfor bare sluttresultatet nedenfor.

yrr(x) = (2?;) -C3 [m — \}g} , u=Cix + Cy (G.4.4)

C1 = 4.3031099033567704983
Co = 3.2014843331984385194

1
k= 5\/ 2 + /3 = cos(15°)

(G.4.4) kan ogsa skrives:

yrr(z) = <23a> e [m — \}g] , v=Cz+Cs (G.4.6a)

(G.4.5)
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der C3 = 2.3346419575390965983 (G.4.6b)
Med tanke pa skyteteknikk:

12
y}(O) = T

, 53.787823237283229765 (G.A47)
yrr(0) = —

Dessuten:

yh(z) = 0 for z = 0.542547602101199028621
yrr(z) = 0 for 21 = 0.11370060107199119337 (G.4.8)
29 = 0.971405199002329137905

Verdiene i (G.4.8) er uavhengige av a.

Tilslutt tar vi med at lgsningen i (G.4.1) finnes enkelt ved bruk av Maple:

eq:= diff(y(x),x,x) - a*(y(x))"2;
dsolve(eq,y(x));

6 WeierstrassP(z + (1,0, C2)
a

y()

Funksjonen WeierstrassP kalles Weierstrass elliptiske P-funksjon og skrives
ofte med symbolet g .

Lgsningen av (G.4.1) er da gitt ved:
6
y(z) = o p(x 4+ A1;0, Ag) (G.4.9)
p-funksjonen finnes ikke i Matlab.
Tilfellet med a = 6 er kjent som Painlevés 1. transendent.

Et spesialtilfelle:

0(2;0,0) = % (G.4.10)

Dette tilsvarer Ay =0 og z = ﬁlAl i(G.4.9) , som gir:

6
SR

Betingelsen y(0) = & fra (G.4.1b) gir A; = 1 slik at vi far:

6

PR (G.4.11)

yr(z) = y(z) =

Ved & sette inn y(1) = 2 fra (G.4.1b), finner vi at (G.4.11) ogsé tilfredstiller
denne betingelsen. (G.4.11) er da en lgsning av (G.4.1), identisk med (G.4.3).
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Vi kan bruke Maple til a bestemme konstantene A; og Az i (G.4.9) for den
andre lgsningen.

Ved & sette a = 6 , blir betingelsene i (G.4.1b): y(0) = 1, y(1) = % som fra
(G.4.9) gir fplgende ligningsystem:

1
1 (G.4.12)
4

Ved bruk av fsolve i Maple:

A1 = 0.74399315962184099231

(G.4.13)
As = —76.364720239034049554
Den andre lgsningen er da gitt ved:
6
yrr(@) = — - p(z + A150, A2) (G.4.14)

med A; og A gitt i (G.4.13).

Merk at Cy = —As i (G.4.2) for y[[(:L‘) .
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G.5 RIBBE MED VARIABELT TVERRSNITT

Differensialligning:
d do(x) 9 B
med randbetingelser:
d—e(o) =£2-6(0), 0(1) =1 (G.5.1b)
dx
Setter
ot (1-a)a {2 (G.5.20)
2= a)-zly T .5.2a
som gir
dz 22 d() 262 d()
4 _ ok VA sk VA 5.2b
dr  z(1—a«) %8 dx z(1—a) dz (G-5.2b)
Bruk av (G.5.2) i (G.5.1) gir fplgende ligning:
d*0  1d6
@ + ;@ - 9(2’) =0 (G.5.3)
med lgsning:
0(z) =A-1y(z) + B- Koy(z) (G.5.4)

Iy og Ky er modifiserte Besselfunksjoner av nullte orden; A og B er konstanter
som bestemmes fra randbetingelsene. Fra (G.5.2a) far vi

203 203
r=0= 2=+« (l—a)’x =2 i—a) (G.5.5)
Ved derivasjon av (G.5.4):
do . dI()(Z) dKo(Z) _

der I; og K; er modifiserte Besselfunksjoner av forste orden.

For den forste randbetingelsen i (G.5.1b) far vi med bruk av (G.5.2b):

do(o) 287 df(2)
dr fo - 8(0) = 20(l —a) dz -

2
de(g(]) =g-0(2) med g = 20(12—04) (Bﬁo)

der zp er gitt i (G.5.5)

(G.5.7)

Randbetingelsene i (G.5.1b) med bruk av (G.5.4)- (G.5.7), gir fglgende to
ligninger for bestemmelse av konstantene A og B:

A-Ip(z1)+ B-Ko(z1) =1

A- 11(2’0) - B- Kl(Z()) =4g- [A . I()(Zo) + B - Ko(ZQ)]
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som lgst m.h.p. A og B gir:

Ki(20) +9-Ko()] 5 _ [[1(20) = 9 Lo(20)]

[
A —
J ’ J

(G.5.8a)

med

J = K1(20) - Io(21) + Ko(21) - [1(20) + g - [Ko(20) - Lo(21) — Ko(21) - To(20)]
(G.5.8b)
der zp og z er gitt i (G.5.5)

Spesialtilfelle: Trekantprofil. Nar d = 0 som betyr a = 0 , gar trapespro-
filet over til et trekantprofil.
Lign. (G.5.1) blir na:

20 do

For x = 0 reduseres (G.5.9) til:

d6(0)

e B26(0) =0 (G.5.9b)

Randbetingelsen i (G.5.1b) for %ECO) kan derfor ikke lenger tilfredstilles og ma

erstattes med betingelsen i (G.5.9b). Vi far videre z = \/x - 28 som gir zp = 0
og z1 = 2f3 . Losningen i (G.5.4) gjelder fremdeles, men da Ky(z) — oo for
z — 0, ma vi sette B =0 . Lgsningen blir na:

0(z) = A-Iy(2) (G.5.10)

Konstanten A bestemmes fra betingelsen 6(z1) = 1 som gir A = ﬁ = m

. Den fullstendige lgsningen for trekantprofilet blir:

o) = 2o) [h(26v/=) (G.5.11a)

=% W= e

dd () _d9 _28° NL(2) _ B Li(Vz-28)
= h@) A = L) Vi () (G:5.116)

Lgsningen gitt i (G.5.11b) tilfredstiller randbetingelsen i (G.5.1b) da:

z—0 \/:E

Talleksempel for trapesprofilet.

L=01m, D=0.0lm, d=0.005m , h =8W/m?/°C , hy = 200W/m?/°C

1
og k = 40W/m/°C som gir 82 =4.0 , a = 5 08 B2 =05
(G.5.12)
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(G.5.1) blir na:

d d
1 . —8. = 0.1
T [( + ) dw] 8-0(x) =0 (G.5.13)
do 16 do V2
2— . = = _—= s — = —
22=32-(142), 20=4V2, 21 =8, =975 (G.5.14)

Et Matlab-program som beregner temperaturen 6 samt gradienten 6’ for x fra
0 til 1 med skritt Az = 0.1 er gitt nedenfor.

X [0: 0.1: 1.0]°;

z sqrt (32.0%(1+x));

theta = A*besseli(0,z) + Bxbesselk(0,z);

dtheta = 16.0*(A*besseli(1,z) - Bx*besselk(1,z))./z;
fprintf (’ X theta theta’’ \n\n’);
fprintf (°%6.2f %10.5f %10.5f \n’,[x,theta,dthetal]’);

z0 = 4.0%xsqrt(2.0); z1 = 8.0; g = sqrt(2.0)/8.0;

K1z0 = besselk(1,z0); IOzl = besseli(0,z1);

K0z1 = besselk(0,z1); I1z0 = besseli(1,z0);

KO0z0 = besselk(0,z0); I0z0 = besseli(0,z0);

J = K1z0%I0z1 + KOz1%I1z0 + g*(K0zO0*xI0zl1l - KO0z1xI0z0);
A = (K1z0 + g*xK0z0)/J;

B = (I1z0 - g+I0z0)/J;
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G.6 IKKE-STASJONAR
COUETTE-STROMNING

ou  9*u
—=—,0 1 G.6.1
Initialbetingelse:
u(y,t) =0, t<0 (G.6.2)
Randbetingelser:
0,t)=1,t>0
u(0,) (G.6.3)
u(l,t) =0, Vt
Henviser til avsnitt 5.2.2 for detaljer.
Stasjonzer lgsning:
ou .
n — O nart — oo
(G.6.4)
d?us
gir 07 =0;dvs:us(y)=1—y
Innferer:
w(y,t) = us(y) —u(y,t) (G.6.5)
Far da folgende problem:
ow 0w
—=—,0 1 G.6.6
Initialbetingelse:
w(y,t) =us , t<0 (G.6.6b)
Randbetingelser:
w(0,£)=0,t>0
(0. (G.6.6¢)

w(l,t)=0, Vt

Dette problemet er identisk med problemet i avsnitt 2.3 bortsett fra at av-
standen mellom plate og vegg der var uendelig.

Separasjon av variable:
Wy, t) =Y waly,1) (G.6.7a)
n=0

der
wp, = Ty(t) - Ya(y) (G.6.7b)
som gir fglgende diff. ligninger med separasjonskonstant A # 0:
T!(t) + N2T,(t) = 0 med lgsning Ty, (t) = e Mt n=0,1,..
Y (y) + A2Y,, = 0 med lgsning Y,,(y) = Apsin(\y) + B cos(A\ny) , n=0,1, ...
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Innsatt i (G.6.7):
w= Ze nt (Ay sin(Ayy) + By, cos(Any)) (G.6.8)

Randbetingelse (G.6.6b):
w(0,t) =0gir B, =0, Vn

Derav:

w(y,t) = Z e Mt A, sin(A\,y) (G.6.9)
n=0

Randbetingelse (G.6.6¢):
w(l,t) =0=sin(\,) =0

som gir A\, =n -7, n=1,2,... da vi forutsatte A, # 0:

= Z et A, sin(Apy)

(G.6.10)
der \y=n-7m,n=12,...
Koeffisientene A,, bestemmes fra initialbetingelsen (G.6.6b):
oo
ZAnsin(mry) =1-y, yel0,1]
n=1
Multipliserer med sin(mmy) og integrerer:
1
/ (1 —y)sin(mny)dy = / Z A, sin(nmy) sin(mny)dy
A
=A, / sin?(mary)dy = —=
2
Derav:
! 2
A, =2- / (1 —y)sin(nmy)dy = —— , n=1,2, ... (G.6.11)
0 n-m
Vi far da fglgende resultater:
2 1
1l—y=—- —sin(nmy) , y #0
T n
"= (G.6.12)
2 1 2
- 2. s e~ (na)?t
w(y,t) = - - sin(nmy) - e
n=1
Lgsningen av det opprinnelige problemet blir fglgelig:
u(y,t)=1—y— 2, i — sin(nmy) - e (nm)*t (G.6.13)
' n n e

n=1
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(G.6.13) kan ogsa skrives:

u(y,t) = ni; {erfc (27;:/?;) — erfc <2(n;}gy> } (G.6.14)

(G.6.14) egner seg bedre enn (G.6.13) for sma verdier av ¢t. De to forste
leddene i (G.6.14), n = 0, er tilstrekkelig for ¢ < 0.06 , mens de fire forste
leddene, n = 0 og n =1, kan brukes opptil £ = 0.2 .

(G.6.13) blir for t = 0 og y = 3:

[e.e]

1 2 1 1 1 1 1)nt
=1 -4+ -4 =4.1{1—-=
2 w( 35 7t >_”T ( 375 S+ ) Z2n—1

Dette er Leibnitz rekke for m som er ubrukbar i praksis dersom en ikke bruker
spesielle summeringstriks.
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G.7 VARMELEDNING I EN ENDELIG STAV

Vi har en stav med initialtemperatur « = 0 . Ved tiden ¢t = 0 settes det pa en
temperatur © = 1 pa enden y =1 . Enden y = 0 er isolert:

gZ:Ofory:O

Problemet ovenfor lgses enklest ved a betrakte folgende problem:
Ved tiden t = 0 setter vi pa en temperatur v = 1 pa endene y = +1 . Pa
grunn av symmetrien fglger da at %ﬁf =0fory=0.

Matematisk formulering:

ou  0%u
—=—, -1 1 G.7.1
Initialbetingelse:
u(y,t) =0, t<0 (G.7.1b)
Randbetingelser:
u(—1,t) =1
>
w(l,) = 1 }t >0 (G.7.1c)

Problemet i (G.7.1) er ekvivalent med et stromningsproblem av Stokes-typen.
Det er innlysende at stasjoneerlgsningen er us =1 .

Innfgrer
OJ(y,t) =Us — U(y,t) =1- U(y,t) (G72)

Lgser da felgende problem:

ow Ow
— =, —1 1 G.7.3
Initialverdier:
w(y,0)=1,t<0 (G.7.3b)
Randbetingelser:
w(l,t) =0
>
w(—1,1) = 0} t>0 (G.7.3¢)

Det nye problemet har homogene randbetingelser slik at vi kan lgse det som
et egenverdiproblem.

Separasjon av variable:

Wiy, t) =Y waly,t) (G.7.4)
n=0
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der wy, =T, (t) - Yn(y)
For A\, #0:
T(t) + A2T,,(t) = 0 med lgsning Ty, (t) = e 2 | n.=0,1, ...
Y, (y) + A2Y,, = 0 med lgsning Y;,(y) = A, sin(\yy) + B cos(\y) , n=0,1,...

Innsatt i (G.7.4):

w= Z et (Ap sin(Any) + By cos(Any))
n=0

Randbetingelsene i (G.7.3c) gir:
w(lit) = 0=, et (A sin(An) + By cos(An))

(G.7.5)
w(=1,t) = 0=3 el (—A,sin(\y) + By cos(A\n))
(G.7.5) er oppfylt for alle n nar A,, = 0 og cos(A,) =0 ; dvs:
2 1
)\n:< ”; )-71', n=0,1,.. (G.7.6)
Utvikler initialbetingelsen w(y,0) = 1 i cosinusrekke:
1= Z By, cos(Any)
n=0
som ved multiplikasjon med cos(A,,) og integrasjon gir:
/ cos(Amy)dy = / Z By, cos(Apy) - cos(Apy)dy
= Bm/ cos’(Amy)dy = B
-1
Derav: 5
B, = )\—(—1)" ,n=0,1,... (G.7.7)
(G.7.6) og (G.7.7) innsatt i (G.7.4) og videre innsatt i (G.7.2):
w(y,t) =2- Z A Feos(Any) (G.7.8)
uly, t) = Xt cos(Any)
(G.7.9)

der \, = <2n2—|—1> -m, n=20,1,..
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G.8 OPPSTART AV STROMNING I ROR

Utledning av ligningene er vist i kap. 5, avsnitt 5.6

Ligning:
ow 0w 10w
a — w + ;a (G.8.1a)
Randbetingelser:
w(£l,t) =0 (G.8.1b)
Startbetingelse:
w(r,0)=1—r? (G.8.1¢)
Symmetri:
Ow
—(0,t) =0 G.8.1d
~20,1) (G.81d)

Som i del G.6 og G.7, lgser vi ligningen ved separasjon av variable. Forskjellen
er at na far vi Besselfunksjoner istedenfor trigonometriske funksjoner.

Separasjon av variable:
w(r,t) = an(r, t) (G.8.2)
n=1
der
wp, = Ty(t) - Gp(r) (G.8.3)

som innsatt i (G.8.1) gir fglgende diff. ligninger med separasjonskonstant A, #
0:

T)(t) + N2T,(t) =0 (G.8.4)
G (r) + %G;(r) +A2G(r) =0 (G.8.5)
(G.8.4) har lgsningen
T (t) = exp(—\2t) (G.8.6)
mens (G.8.5) har lgsningen:
Gu(r) = An - JoOr) , n=1,2, ... (G.8.7)

der Jy(x) er Besselfunksjon av nullte orden.

Konstantene A4,, bestemmes fra (G.8.1c).
Fra (G.8.1b) og (G.8.7):
Jo(An) =0 (G.8.8)

An , n=1,2, ... er fplgelig nullpunktene av Besselfunksjonen Jy(z) .
(G.8.2) blir da:
w(r,t) =Y AnJo(Anr) - exp(—A2) (G.8.9)

n=1
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Utvikler startbetingelsen (G.8.1c) i en Fourier-Bessel-rekke:
1—r%= i ApJo(Anr)
n=1
og multipliserer pa begge sider med r - Jo(\,7) og integrerer:

1 o0 1
/ r- JoAmr) - (1 —72) - dr = ZAn/ - JoAnr) - Jo(Amr) - dr (G.8.10)
0 1 0
Benytter oss av ortogonalitetsbetingelsene for Besselfunksjoner:

1
/ r - Jo(Anr) - Jo(Amr)dr =0 for n # 0
0

1 2
/ re J§(Anr) - dr = Ji{An) (QA") for m # 0
0

Dermed blir (G.8.10):

1
Ap = — / - JoAur) - (1 —72) - dr (G.8.11)
0
Ved bruk av Maple:
1 2
/ Tolhr) v (U= 1) -dr = 2 [k Jo(k) + 2.1 (k)
0

Med k = A, blir Jy(k) =0 fra (G.8.8) , og (G.8.11) blir da:

8

A==
J1(An) - A3

n=1,2, .. (G.8.12)
(G.8.9) og (G.8.12) gir da lgsningen av (G.8.1) uttrykt ved en Bessel-rekke:
t)=28- — =\t G.8.13

Lg@sningen av det opprinnelige problemet er da:
u(r,t) =1 —1% —w(r,t) (G.8.14)

(G.8.13) og (G.8.14) ble gitt av Szymanski i 1932.
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G.9 AVKIJOLING AV KULE

oT
B [kz —+h2T} - £
67‘ r=b

Figur G4

Figuren viser en kule med radius b der varme dissiperes til omgivelsene fra
overflata r = b . Temperaturen T' = T'(r,t) er en funksjon av radien r og tiden
t . Problemet ovenfor kan formuleres matematisk:

Varmeledningsligning:
or o?’T 20T
or _ (07T 20T 9.1
5 a<8r2 r8r>’0<r<b’t>0 (G.9.1a)
Randbetingelse:
oT
kQE—FhQT:fQ(t) forr=0,t>0 (G.9.1b)
Symmetribetingelse:
8—T—Oforr—O (G.9.1c)
or - e
Startbetingelse:
T=F(r),0<r<b,t=0 (G.9.1d)
Lgsningen av (G.9.1) kan skrives:
1 (0.9}
T(r,t)= - Z exp(—a- B2 - t) - K(Bm,7) - G(Bm,7) (G.9.2a)
m=1

t

b
G(Bm,t) = /OT'F(T)'K(Bm,T)'dT—F/t exp(a-B2,t)-A(Bp, t)-dt (G.9.2b)

=0
Den fullstendige lgsningen i (G.9.2) kan f.eks. finnes i
M. Necati Ozisik: Boundary Value Problems of Heat Conduction, Dover 1989.
Vi skal bruke (G.9.2) til & lgse avkjolingsproblemet gitt i eksempel 5.4 i
avsnitt 5.6 i kapittel 5.

Sammenligner vi dette problemet med betingelsene ovenfor, far vi folgende
relasjoner:

kg—)kj, hg—)iL, ngiL-TvOgF(T):Tk
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Randbetingelsen (G.9.1b) blir na:

or -
koo =h- (T, - T) (G.9.3)

For & forenkle den analytiske lgsningen, velger vi:

b=1 (G.9.4)

> >

Formlene nedenfor gjelder bare under forutsetningen i (G.9.4)

K(Bm,r) = \/E sin(Bp, - 1) (G.9.5)
Bm er rottene av ligningen [S-cotan(f - b) = 0 som blir:
mm
Bm = o 0 M= 1,3,5,... (G.9.6)
b
/ r-F(r) - K(Bp,r)-dr =T - \[ sin mﬁ) , t>0 (G.9.7)
r=0 ﬁm
K(Bm,r)

k

mT
_ b_a T\/; sm( 5 ) , >0 (G.9.8)
¢ t

/0 exp(afRt) - A, 1) - dt = /0 explafnt) o T“\E sin (757

= b2\/gTv sin (%) . 512 : [exp(aﬁfnt) —1]

(G.9.9)
Lign. (G.9.2b) blir:

- 2 1 mm 9 2 .y
G(Bm,t) = \/; 7 sm( 5 ) (Ti + Ty, - b[exp(afy,t) — 1])  (G.9.10)
Dermed far vi for den totale lgsningen i (G.9.2):

T(r,t) = 78?2% mzlj?) % sin (%)-sin(ﬁm-r)-(ﬂ, + exp(—aﬂfnt) (T, — Tv))
(G.9.11)

Det er mulig a forenkle lgsningen i (G.9.11).

Fra formelsamling (Gradshteyn & Ryzhik):

) (2k 4+ 1)z] T s
__E: ) == ——<z<
S > Sln<(2k+1)2 433, 27.%7

oS
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som med z = T gir:

S = i(—l)ksin (W) = mi % sin (%) sin(z) = ﬂ;

kJIO :1737
(G.9.12)
(G.9.12) brukt i (G.9.11) gir da tilslutt:
8b 1 — 1 . /mmy | 2
T(r,t)=T,+ ol ;(Tk -T,)- —gsin (7) sin(By, - r) - exp(—af;,t)
m=1,3,...
(G.9.13)
Lgsningen i (G.9.13) er programmert i funksjonen kanalyt.
La oss sjekke lgsningen for utvalgte verdier av r og t.
1) T(r,0) =T, fort =0
8h 1 — 1 _mmy .
T(r,0) =T, + 2 ;(Tk —Ty) - Z —38in <7> sin(By, - 1)
m=1,3,...
8b 1 8b 1 i
2) T(r,t) for r — 0
Na har vi: )
lim sin(fBp, - r) _5,
r—0 r
8b =1 . /mm )
T0,t) =T, + 2 (T, — To) - Z Wﬁm sin <7> -exp(—afit)
m=1,3,...
4 &1 )
=T, + (T, - Ty) - — — sin <7> -exp(—afit)
g m=1,3,
(G.9.14)

I appendiks G, del G.6, stotte vi pa Leibnitz rekke for 7:

m=4-(1-%4+1—1+...)som er ubrukbar i praksis dersom vi ikke bruker
spesielle summeringstriks.

Setter inn for t =01 (G.9.14):

[e.9]

4 1 mm
T(0,0) =T, + (T~ T,) - — Y —sin(—)
7Tm:1,3,...m 2
4.1 1 1
ST (TSt ) =T

T 3'5 7

Vi ser at (G.9.14) vil konvergere langsomt for sma verdier av ¢, og nar
t — 0 vil Igsningen veere praktisk ubrukelig. I appendiks G, del G.6, kunne
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vi erstatte rekke-lgsningen med en rask konvergerende rekke basert pa den
komplementzere feilfunksjonen. Dette er ikke sa lett i dette tilfellet.

3) T(r,t)forr=5b

Na har vi:

8
T(b,t) =T, + =

- (Tx —To) -
T

1 . 5 /mm 5
—3sin (7) -exp(—afit)
(G.9.15)

8

1
:T’U—i_ﬁ.(Tk’_Tv).

e : exp(—aﬁ%t)

Ie e

m -

La oss tilslutt se pa en dimensjonslgs versjon av lgsningen. Innfgrer R og 7 som
henholdsvis den dimensjonelle radius og den dimensjonelle tiden i (G.9.13):

B 8 1 =1 mmy . 2
T(R,T)—Tu-l-p-E(Tk—Tv) Z Wsm <7)'sm(ﬂm'R)'exp(—aﬁmT)

Dette tilsvarer a sette T, = 0 og T, = 11 (G.9.13).
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G.10 PERIODISKE LOSNINGER AV
ADVEKSJONDIFFUSJONSLIGNINGEN

Ligning: 5 5 5
U U U

— tay— =v-— G.10.1
ot 00z ox? ( )
der ag og v er konstanter.
(G.10.1) har periodiske lgsninger gitt ved:
u(x,t) i ( kfnyt - [Ap, sin(km, (. — aot)) + B, cos(kp (z — agt))}) (G.10.2a)
der kp = & Lm (G.10.2b)

u(z,t) er periodisk med basisintervall [0, 2L)]
Initialbetingelse:

By

u(w,0) = f@) =

+ Z (A sin(kpx) + By, cos(kpx)) (G.10.3)

m=1

Koeffisientene A,, og B,, bestemmes fra:

1 2L
Amzf f(z) -sin(kpz) -de , m=1,2,...,
! 0L (G.10.4)
Bm:f f(z) - cos(kmz) -dx , m=0,1, ...
0

La oss bestemme A,,, og B, for noen tilfeller av f(z) der integralene i (G.10.4)
er lett & finne analytisk.
Tilfelle 1

Sinusform

f(z) =sin(kpz) , p=1,2,... (G.10.5)
I dette tilfellet er m lik 1, By=B1 =0o0g A1 =1.

(G.10.2) blir na:

u(x,t) exp(—kf,l/t) -sin(kp(xz — aot))
TP (G.10.6)
der k) = — , p=1,2,...

Mer generelt kan vi sette f(x) = > -°_; sin(ky,z) slik at (G.10.2) na blir:

t) =" exp(—kpvt) - sin(km(z — aot)) (G.10.7)

m=1

Tilfelle 11
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Sagtann
f) A
L/2
> X
L/2 L 3L/2 2L
Figur G.5
Startfunksjonen f(x) er definert ved:
(L L
5 X , WS |:O, 2:|
T — g , T e [5, L}
= (G.10.8)

3 3L
- =L —,2L
-5l xG[Q, ]

\

f(z) er en jevn funksjon slik at konstantene A,, i (G.10.2) er lik 0. Ved a regne

ut integralene i (G.10.4), finner vi:

L 4 ™m
Bo=%5 . Bn= 17 (1 — cos (7»  m =246, .. (G.10.9)
(G.10.2) blir na:
L oo

u(z,t) = 1 + Z exp(—k2,vt) - By, cos(kp, (z — aot)) (G.10.10)
m=1

Dersom vi setter m = 2-(25—1), j = 1,2, 3, ... , kan koeffisientene B,, skrives:

2L
Bogi 1) = o §=1,2,3, ... G.10.11
2(2j—1) (27 — 1)7r]2 J ( )

Tilfelle ITI
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Heksehatt (Witch hat)

> X
[ [ 2L
lC
Figur G.6
Startfunksjonen f(x) er definert ved:
0, x € [0,l.—1]

L
T(x—i—l—lc), x€[l.—11]

fa) = (G.10.12)
%(—x—}-l-}-lc) , T € [le, 1+ 1]

0, x € [l+1.,2L]

\

med felgende betingelser:
0<I<L,I<I. <L

Ved a regne ut integralene i (G.10.4), far vi:

B ~ 2cos(kmle) _ 2sin(knle)
By=1, By, = LR (1 —cos(kml)) , Ap = L2 (1 — cos(kml))

(G.10.13)
(G.10.2) blir na:

2 o0
u(x,t) = l+% <2L) Z # exp(—kZ,vt)-(1—cos(kml))-cos [k (l.—(z—aot))]

2 P
(G.10.14)

m=1
Tilfelle IV

Flosshatt (Top hat)
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fx)
A
Ll

> X
[ [ 2L
ZC
Figur G.7
Startfunksjonen f(x) er definert ved
0, x € 10,1, —1]
fle)=<CL, xz€(l.—1,l.+1) (G.10.15)

0, xze€(l.+1,2L]
med fglgende betingelser:

l<1.<L,I<L

Ved a regne ut integralene i (G.10.4), far vi:

2 2
By=2l, B, = . sin(kp,l) - cos(kmle) , Am = . sin(kp,l) sin(kp,lc)

" " (G.10.16)
(G.10.2) blir na:d

?L i % —k2 vt)-sin(kpl)-cos|km (l.— (x—apt))] (G.10.17)






TILLEGG l I

PROGRAMMET DIFFAF

Programmet DIFFAF beregner differanseutrykk basert pa polynomer. Frem-
gangsmaten er som beskrevet i 1.2.

Figur H.1

For a forenkle notasjonen, betegnes punktet j — 3 som —3, j — 2 som —2,
og tilsvarende for de andre punktene.(Se figur ovenfor). Avstanden mellom
punktene antas konstant lik s, mensprogrammet ogsa kan regne ut differanser
for brgkdeler av h. De aktuelle differansene antas alltid utviklet for punkt j
som er ekvivalent med punkt 0. Programmet spgr fgrst etter antall punkter.
Deretter spor det etter indekser for de oppgitte punktene. Indeksene leses inn
fra venstre mot hgyre, dvs. fra laveste til hgyeste verdi. Tilslutt spgrres det
etter orden av den deriverte. La oss se pa noen eksempler. Fra tabell 1.1 i
kapittel 1 finner vifslgende uttrykk for den deriverte som forover-differanse:

dy; =3y +4yj+1 —yi+2 1 4 2
— = — (A H.0.1
T AL + 3y (€) - (Ax) (H.0.1)

425
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=== Difference Approximation Finder ===

Number of points 73

Index of point no.1 70
Index of point no.2 71
Index of point no.3 72

Order of derivative 71
Difference Scheme

+[ -3.00000 /(2.00000 H**1 )] Y( 0.000H)
+[4.00000 /(2.00000 H**1 )] Y( 1.000H)
+[ -1.00000 /(2.00000 H**1 )] Y( 2.000H)

Error Term

(2.000/ 6.000)H**2Y"(3)
( 6.000/24.000)H**3Y" (4)

Vi bruker tre punkt, j, 7+ 1 og j + 2 som leses inn som indeks 0, 1 og 2. Siden
basispunktet er j, angir dette foroverdifferanser. Da det er den forste-deriverte
som skal beregnes, er orden av den deriverte lik 1. I utskriften henviser H til
Azx. I dette tilfellet beregnes to feilledd. Det fgrste feil-leddet er gitt ved:

%HQ .Y ®) der Y3 betyr 3. Det neste feilleddet er da (Af)3 cy®,

La oss se pa et eksempel med sentraldifferanser fra tabell 1.3. Ved siden av
punktet j, ma vi her ta med like mange punkt pa hver side av j.

dy; _ yje1 — 2y + Y1 (Ax)zy@) ©
dz? (Ax)? 12

(H.0.2)
=== Difference Approximation Finder ===
Number of points 73

Index of point no. 1 7-1

Index of point no. 2 70

Index of point no. 3 71

Order of derivative 72
Difference Scheme

+[ 1.00000 /( 1.00000 H**2 )] Y(-1.000H)
+[ -2.00000 /( 1.00000 H**2 )] Y( 0.000H)
+[ 1.00000 /( 1.00000 H**2 )] Y( 1.000H)

Error Term

( -2.000/ 24.000)H**2 Y~ (4)

Som et siste eksempel skal vi se pa et tilfelle der vi bruker punktene j — % , J
og j + 1 ved beregning av den fgrste-deriverte. Denne formelen er gitt ved:

dyj _ Yir1 +3yi — 4y (Az)?
de 3Ax 12 Y

() (H.0.3)
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=== Difference Approximation Finder ===

Number of points 73

Index of point no.1 7-0.5
Index of point no.2 70
Index of point no.3 71

Order of derivative 71

Difference Scheme

+[ -4.00000 /(3.00000 H**1 )] Y(-0.500H)
+[3.00000 /(3.00000 H**1 )] Y( 0.000H)
+[1.00000 /(3.00000 H**1 )] Y( 1.000H)
Error Term

(-0.500/ 6.000)H**2Y"(3)

(-0.250/24.000)H**3Y" (4)
>>

Matlab-programmet er en modifisert versjon av Fortran programmet DIFFAF
gitt 1 Nakamura [24].






TILLEGG I

BANDMATRISER

INNLEDNING

Vi gir fgrst en kort oppsummering angéende lgsning av linesere ligningsyste-
mer. Det meste av dette finnes i C&K [5] , kapittel 6.

Som et eksempel ser vi pa et system med tre ukjente:

@111 + a12T2 + a13x3 = di

a29%9 + as3r3 = do (IOla)
azzr3 = d3
eller pa matriseform:
ail a2 a3 T d1
0 age ass| - |zo| = |[do (I1.0.1b)
0 0 ass €T3 d3
Pa symbolsk form:
A-x=d (I.0.1c)

Dette systemet kan lgses direkte ved a starte nederst i (1.0.1):

_ds _dy — a3 _dy — (a1272 + ai3x3)
T3=——, Tg= ——— >, 3 =
as3 az2 art

Systemet i (I1.0.1) er pa gvre trekantform og det kan lgses under forutsetning
av at alle elementene langs hoveddiagonalen er forskjellig fra 0. For et system
med n ligninger far vi tilsvarende:

di — 3 i1 Gik " Tk

Ty = ,aii#O,izl,Q,...,n
Qi

Fra (1.0.1b) finner vi determinanten:

det A = a1 - a9 - asz eller for n elementer: det A = aq1 - agg -« - - Ann

429
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Betingelsen for at et linezert ligningsystem skal ha en entydig lgsning er nett-
opp at determinanten til koeffisientmatrisa er forskjellig fra 0. For en tre-
kantmatrise betyr dette at alle elementene langs hoveddiagonalen ma veere
forskjellig fra 0. Istedenfor a skrive matrisa pa gvre trekantform, kan den skri-
ves pa nedre trekantform. I dette tilfellet lgser vi systemet fra toppen. Vi ser
at dersom et generelt system kan bringes pa trekantform, gvre eller nedre,
har vi funnet en méate & lgse det pa. A bringe systemet pa trekantform kalles
Gauss-eliminasjon. Denne eliminasjonsmetoden kan fremstilles ved & faktori-
sere koeflisientmatrisa i en gvre og en nedre trekant-matrise pa folgende mate,
med en 3 X 3-matrise som eksempel:

liiy 0 0 1w uis a1 a2 a3
121 l22 0 - {0 1 U231 = |a21 a2 a3 (I.O.3a)
I31 l32 33 0 0 1 az1 aszy as3
eller symbolsk:
L.U=A (1.0.3b)

L er en matrise pa nedre trekantform mens U er en matrise pa gvre trekant-
form med 1 langs hoveddiagonalen.

Ligningsystemet som skal lgses, kan da skrives:
A-x=d=LU-x=d (I.0.4a)
Setter
U x=g (1.0.4Db)

slik at (I.0.4a) kan skrives:
Lg=d (L.0.4c)

Siden L og U er pa trekantform kan (1.0.4b) og (1.0.4c) lgses direkte. Det
gjenstar derfor a finne elementene i L og U. Multipliserer ut (1.0.3):

li1 = a1, lo1 = ao1, l31 = as;

a2 a3
U2 = 77—, U113 = 77—
l11 11
log = azo — la1u12, l32 = azz — l31u12
a3 — u13la1
Uy = —————
loo

l33 = ags — (I31u13 + l32u23)

Vi ser at vi kan finne alle elementene ved fgrst & beregne en kolonne i L,
deretter en linje i U, sa en nye kolonne av L fulgt av en ny linje i U osv. For
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en n X n-matrise far vi folgende formler:

lil = Q41, = 1,2,...,TL
uyj= M =12 ..n
l11
s 1.0.5
lij = a5 — 3 lawwng, § <y i=2,3,...,n (1.0.5)
k=1
aij — Sy Likung
Uij = = L oi<j, j=34,...,n
Liz
For determinanten av koeflisientmatrisa far vi:
det A = det(LU) =detL-detU =detL -1 =111l22. ..l (1.0.6)

I praksis ma vi ofte bytte om ligninger fgr de kan lgses med Gauss-eliminasjon.
Slike ombyttinger er vanligvis ogsa ngdvendige av numeriske grunner. Denne
prosessen kalles pivotering. ( Se C&K [5], avsnitt 6.2 )

Bemerking

Med bruk av programmerbare datamaskiner betyr det ikke sa mye hvilke ver-
dier vi gir elementene langs hoveddiagonalen. Med tidligere tiders mekaniske
maskiner hadde dette derimot ofte stor betydning. Varianten ovenfor med 1
langs hoveddiagonalen i U kalles Crouts metode. Velger man isteden & sette
1 langs hovediagonalen i L, kalles den Doolittles metode. For symmetriske
matriser kan en sette l;; = u;; langs hoveddiagonalen. Dette kalles Choleskys
metode. Det er egentlig litt synd pa Doolittle. Det er hans metode som er
brukt i de fleste leerebgkene, men metoden kalles nesten alltid Crouts metode.

TRIDIAGONALE MATRISER

I avsnitt 3.2 har vi sett at vi far tridiagonale koeffisientmatriser nar vi diskre-
tiserer 2. ordens linezre differensialligninger med bruk av sentral-differanser.
Et slik system skrives pa matriseform:

(b1 1 [ z1 ] [ dy ]
as by ¢y ) do
= . (I.0.7a)
n-1 bp_1 cpo1 Tn—1 dn—1
L an  bn | Lxn ] L dn ]
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Vi faktoriserer koeffisientmatrisa som vist i foregaende avsnitt ved & sette:

[B1 ] 1 7 ]
az B2 1 7
L= ' L U=
aj Bj 1
. . - Tn—1
L (7% ﬁn_ L 1 ]
(1.0.7D)

der 8 og v bestemmes fra A = L - U som vist tidligere. Ved & utfgre multipli-
kasjonen far vi: (folger ogsa direkte av (1.0.5))

C
61 :bla Y1 = 5711
Bi=bj—a;j vj-1, j=2,3,...,n (1.0.8a)

Vi ma na lgse ligningsettene i (1.0.4b) og (I1.0.4c), men dette er enkelt da
koeffisientmatrisa er pa trekantform. For matrisene ovenfor blir (1.0.4b):

9 &
1= =
A
(dj —ajvj-1) . (1.0.85)
g] = #a J :2535"'7n
J
I dette tilfellet blir (1.0.4c):
In = gn
g , (L.0.8c)
Tj=9; —VjTjr1, J=n—1,n—-2,...,1

(1.0.8a) og (1.0.8b) utgjer eliminasjonsprosessen, mens (1.0.8c) er innsettingen.
Vanligvis har vi ikke bruk for a bevare de opprinnelige vektorene, slik at vi
kan overskrive disse med vektorene g,b og g. Dersom vi bare har en hgyre
side d, kan vi legge elimineringsprosessen i (1.0.8a) og (1.0.8b) i samme lgkka.
Under disse forutsetningene far vi folgende algoritme med N ligninger:

Eliminering:
g = bjail bji=b;j—qj-cj1, dj i=dj—q;-dj_1, j=2,3,...,N (L0.9a)
Innsetting:
a:N:ZZJ]i, xj::W,j:N—LN—Q,...,l (1.0.9b)

Algoritmen kalles ofte Thomas-algoritmen etter L.H. Thomas (1949) som
brukte den i forbindelse med lgsning av elliptiske partielle differensial-
ligninger. Nedenfor er vist en implementering av (1.0.9) i Fortran 90.
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subroutine tdma(n,a,b,c,d,x)

implicit none

integer, intent(in):: n

real, intent(in), dimension(n):: a, c
real, intent(inout), dimension(n):: b, d
real, intent(out):: x(n)

! =—- local variables ---

integer:: i

real:: q
! --- Elimination ---
do i=2,n

q =a()/b@ - 1

b(i) = b(i) - c(i - 1)*q
d(i) = d(i) - d({ - 1)#q
end do
! --- Backsubstitution ---
q = d(@)/b(n)
x(n) = q
doi=mn-1,1,-1
q = (d(i) - c(i)*q)/b(i)
x(i) = q
end do
return
end

Algoritmen er sikker numerisk stabil dersom fglgende betingelser er oppfylt:

|b1’ :>‘61‘ >0
‘bj’ Z\aj\ + ‘Cj‘, aj - Cj #0,j=2,3,....n—1 (1.0.10)
|bn| >]an| >0

Dersom aj - ¢; = 0, j # 1,n, kan systemet deles opp i to uavhengige system

som kan lgses hver for seg (reduserbare system). Dersom ¢; = 0, kan x; finnes
direkte. Tilsvarende kan x,, finnes dersom a,, = 0.

Dersom (1.0.10) er oppfylt , skal vi vise at A # 0. (Utledningen nedenfor fplger
stort sett Isaacson & Keller [17]). Vi trenger forst folgende setning:

il <1, j=1,2,...,n—1

. (I.0.11a)
el <Ibj| = laj] < 18;] < [bjl + lagl, j=2,3,...,n =1

Fra (1.0.8a) og (1.0.10) ser vi at (I1.0.11) er oppfylt for j = 1. Anta na at
(I.0.11a) er oppfylt for alle aktuelle verdier av j. Fra (I1.0.8b) og (I1.0.8¢c):

S S S
7B bj—ayyia (L0.11b)
] = |c; |c; o leil o
7= >
bj —ajvi-1l = |Ibj| = la| - [vj-1l] ~ |lbj] = lasl|
Fra (1.0.10):

1bj| = laj| + [cj] = [bj| = las] = |¢]
Vi har her brukt den generelle ulikheten:

lu —v| > “u\ - ]vH (I.0.12)
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Fra (1.0.8b):
Bj = bj —ajvj-1 = B —bj = —a;7j1
Derav folger:
|8 — bj| = |ajvj—1] < |aj| med bruk av (I1.0.11a)
Da |8 — bj| > Hﬁj\ - |bj|’ < |aj| med bruk av (1.0.12), folger:

—laj| < 18] — |bj| < |aj]| eller ordnet:
|bj| — |aj| < |Bj| < |aj| + |bj| som beviser (1.0.11b).

Dermed far vi fra (1.0.6) og (I1.0.7b): det A = B - B2 - - - B, # 0 slik at (1.0.10)
gir en tilstrekkelig betingelse for en ikke-singulaer koeffisientmatrise. I tillegg
viser (1.0.11) at koeffisientene v og [ er begrenset i stgrrelse under elimina-
sjonsprosessen. Dette sikrer en stabil numerisk algoritme. Dersom (1.0.10)
ikke er oppfylt, kan det veere lurt a sjekke resultatet med en rutine som
utfgrer pivotering. Ofte vil det veere liten forskjell.

Det finnes mange varianter av tdma. Dersom vi vil lgse det samme systemet
med forskjellige hgyresider, kan f. eks. denne varianten brukes:

Eliminering av koeffisientmatrisa (En gang):

Cc1
cl = —
Utfgr for j =2,3,..., N (1.0.13a)

bj = bj — Q5 - Cj—1
¢j = ¢j/bj

Eliminering av hgyre side (hver gang):

d
dy = b—i
dj:=(dj —aj-dj—1)/bj, j=2,3,...,N (1.0.13Db)
Innsetting:
TN = dn
rji=dj—cj-xjy1, j=N—-1, N=2,...,1 (1.0.13¢)

PERIODISKE SYSTEM

I mange tilfeller har vi fysiske system der beregningsomradet gjentar seg pe-
riodisk slik at det bare er ngdvendig & finne de aktuelle storrelsene for en
liten del av det totale beregningsomradet. Et slikt tilfelle er vist i figur 1.1 der
basisomradet med lengde L gjentar seg mange ganger.
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L

)
y

Figur 1.1

Figur 1.2 viser basisomradet fra figur 1.1 noe forstgrret . Vi gnsker a beregne
en fysikalsk stgrrelse u(z) som kan finnes ved numerisk lgsning av en differen-
sialligning.

{ > X
U,
Intervallet L er oppdelt ved:
aj=0G—-1)-h, j=1,2,...,N+1 (1.0.14)
L
der h = —.
er N
Antar at u; kan finnes fra denne velkjente ligningen:
aj - uj—1+ bj “UjF G U1 = d]' (I.O.lSa)
med randbetingelser:
Uy =u
P (L.0.15b)
Uup =UN

(I.0.15b) er et eksempel pa periodiske randbetingelser. Etter vi har brukt dis-
se, vil ikke (I.0.15a) lenger veere et system med tridiagonal koeffisientmatrise.

Skriver ut (1.0.15a) for j =1 og N:

ar-ug+bi-up+cp-us =dp

an -uny-1+by-un+cy-uny1 =dy
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som innsatt for randbetingelsene i (1.0.15b) blir:

a1 -uny +b1-up+c1-ug=d;

(1.0.16)
an -unN_1+by - -uy+cy-up =dy
Totalt har vi da fatt fglgende system:
ai - unN +by-ur+c1-usy=d;
a; - uj—1+ bj “UjFCj o Ujpl = dj (1.0.17)
an -unN_1+by - -uy+cy-up =dy
eller pa matriseform:
(b1 ar| [ur] [d1 ]
aj bj Cj . Uj = dj (I.O.lSa)
len ay by]| |un] LdN ]

Vi ser at elementene a1 og cy @delegger den rene tridiagonale strukturen, men
siden avviket fra tridiagonal form er liten, forsgker vi & omforme systemet slik
at Thomasalgoritmen likevel kan brukes. (1.0.18a) pa symbolsk form:

A-u=d (1.0.18b)

Lager ett nytt system der vi stryker siste linje i (I1.0.17) og flytter leddene
ai - Uy 0g CN_1 - Uy over pa hgyre side:

b1 -ui +c1-uy=dy —ay-un

ag - up +ba-ug+c2-usz =do

(1.0.19a)
aj - uj—1+bj-uj+cjrujpn =d;

aN—1-UN—2 +by_1-unN—_1 =dN_1 —CN—1" UN

P& symbolsk form:

At Ut = dt (I()lgb)
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Dette systemet er pa tridiagonal form, men u; og uy er ukjente. Lgser fgrst
(1.0.19) med Thomasalgoritmen der vi utelater leddene a; - uy og cn—1 - un
pa hgyre siden. Kaller denne lgsningen u®). Symbolsk:

A;-ulV =q® (1.0.20a)

Loser deretter (I1.0.19) med hgyre side d® = [—ay, 0,...,0, —cn_1]7. Kaller
denne lgsningen u®®. Symbolsk:

Ai-u® =qa® (1.0.20b)
Vi ser fra (1.0.19) og (1.0.20) at vi far den rette hgyresiden ved a skrive
dg =dW +uy - d? (1.0.20c)
Innsatt fra (I1.0.19b), (1.0.20a) og (1.0.20b) i (1.0.20c):
Ay -up = Ay -uM 1uy - Ay -u® = A, <u(1) +uy - u(2)) (1.0.21)
som direkte gir:
u; = uV +uy - u® (1.0.22)
Det star bare igjen a bestemme uy fra den siste linja i (1.0.17):
CN Ul +an - Up—1 +bn-un =dy
(1) (2) (1) 2)

som innsatt for uy = u; ' +u,-uy” og un—1 = Un_;+un Uy~ 0g lost m.h.p

uN gir:
1 1
u _dN—cN~u§)—aN-u§V)71
o =
bN—aN~uS\2,)_1+cN-u§2)

(1.0.23)

Nedenfor er vist et program skrevet i Fortran 90 som utfgrer beregningen vist
i (1.0.20), (1.0.22) og (1.0.23). Programmet er en lett modifisert versjon av
programmet triper gitt i Hirsch [3], appendiks B. a; og cy lagres henholdsvis
ia(l) og ¢(N). De ukjente betegnes x i programmet istedenfor som u ovenfor.

subroutine triper(n,a,b,c,d,x)
implicit none
integer, intent(in):: n
real, intent(inout), dimension(n):: a,b,c,d
real, intent(out):: x(n)
! === Local variables ---
integer:: k

real:: xn

b(1) = 1.0/b(1)

x(1) = —a(1)*b(1)
a(1) = d(1)*b(1)

! =—- Elimination ---
do k = 2,n-1

c(k-1) = c(k-1)*b(k-1)

b(k) = b(k) - a(k)*c(k-1)

b(k) = 1.0/b(k)

x(k) = - a(k)*x(k-1)*b(k)

a(k) = (d(k) - a(k)*a(k-1))*b(k)

end do
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x(n-1) = x(n-1) - c(a-1)*b(n-1)
! --- Backsubstitution ---
d(n-1) = a(n-1)

b(n-1) = x(n-1)

do k = n-2,1,-1

dk) = a(k) - c(k)*d(k+1)
b(k) = x(k) - c(k)*b(k+1)
end do

xn = d(n) - c(@)*d(1) - a(n)*d(n-1)
xn = xn/(b(n) + a(n)*b(n-1) + c(n)*b(1))
x(n) = xn

do k = 1,n-1
x(k) = d(k) + b(k)*xn
end do
return
end

BLOKK-TRIDIAGONALE MATRISER

I avsnitt 3.3 sa vi pa et tilfelle der det linesere ligningsystemet hadde en
tridiagonal form nar elementene ble skrevet som 2 x 2-matriser. Nedenfor har
vi et slikt system der hver element(blokk) er enten en m x m-matrise eller en
vektor med m elementer.

_l)l C1 ] _)(1_ —(11_
a9 1)2 Co X2 (12
NI o= 14 (1.0.24)
L ay by] [xnl Ld ]
De enkelte blokkene blir na:
a) .. &l B )
aﬂ = y ] = 27 y 13 l)j = y ] = 1727 y 1
a%)l .o a%%n bgfl)l .o bﬁ,%%n
(I.O.25a)
Q. 9
. y J = ]w 2a N 1 ; Xj =
(4) (4) (4)
C . . C X
e " " " (1.0.25b)
dl
(i] = ' 9 j - ]w 27 771
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Vi har her brukt en mer generell notasjon enn i avsnitt 3.3. Det totale antall
ligninger blir nA N = m - n.

Vi faktoriserer her pa samme mate som i (1.0.7) med A = L - U der den eneste
forskjellen at elementene na er matriser:

(84 ] (1
ar (B 1 v,

L an B L 1
1 er her enhetsmatrisa med m ett-tall langs hoveddiagonalen. Formlene blir
som i (1.0.8):

By =B, 71 = /31_1 - C1
B, =B, —aj-vj_1, ]=2,3,...,n (1.0.26a)
"YJ :,3]_16]7 ]:2,37,77/_].

-1
g1 =0 -d1
L , (1.0.26b)
gj :'Bj (dj —ajvj_1), 1=2,3,...,n
X, =
e . (1.0.26¢)
Xj=8; — 8 Xj+1, J=n—1,n-2,...,1

Divisjon er selvfglgelig erstattet med matriseinversjon. Vi ma na beregne den
inverse bj_l, j = 1,2,...,n. For sma verdier av m kan vi gjgre denne be-
regningen direkte med den Cramerske regelen, ellers gjgres det med Gauss-
eliminasjon. Dersom vi na skriver ut de resulterende formlene, far vi en spesiell
algoritme for hver blokkstgrrelse m. For m = 1 har vi som kjent Thomas-
algoritmen. Algoritmen for m = 2 basert pa systemet skrevet i (1.0.27) kalles
ofte Douglas-algoritmen. I Rosenberg [26] er det gitt algoritmer for m = 2 og
3. I Cebeci & Bradshaw [4] er det gitt en rutine for m = 3 skrevet i Fortran77.
I Anderson et al. [1] , appendiks B, er gitt et Fortranprogram for beregning
av blokk-tridiagonale system med blokker av vilkarlig orden. Rutiner som er
skrevet, for en spesiell blokkstgrrelse er vanligvis mer effektive enn generelle
rutiner. Siden vi har brukt Douglas-algoritmen i avsnitt 3.3, gjengir vi den-
ne nedenfor med samme notasjon som brukt i Rosenberg [26], appendiks C.
Denne notasjonen gar direkte pa fglgende system som vi tidligere har gitt i
lign.(3.3.19), kapittel 3:

aél)uj_l + a§-2)vj_1 + bgl)uj + b§-2)vj + c§1)uj+1 + 052)vj+1 = dg-l) (1.0.27)

(4 ) e

3 4 3 4 3 2
ag )ujfl + CL;» )/Ujfl + b‘g )Uj + b§ )U] + Cg- )U]+1 + Cj )Uj+1 = d;
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Beregn forst

samt

og beregn

og

Innsetting:

1) _
) _,®

TILLEGG I. BANDMATRISER

B =t =¥ Y-l

BJ(;) _ b§2) _ a&l) 7;3)1 B a§2) _,Y](fi)1

9 =t = Y-l o)

5;-4) _ b§.4) _ a§3) 7;3)1 B a§4) _,Y](fi)1
der BF) =Mk =1,... .4

6](1) _ dgl) a§1) _g§£)1 a§2) -gj(?,)l

53(2) _ d§2) a§3) ‘9](‘1_)1 a§4) ,g](?_)l

/y](l) _ (»3](4) c§1) _ Bj(g)
7;2) _ (BJ(A) c§2) 53(2)
7;3) _ (6](-1) C§3) Bj(s)

o = (8.
g](-z) = (ﬂj(-l) ‘

(2) (3)
51' Bj
Up = gél)
Un = 97(12)

o — B
Uj+1 =75 Ui+l

4 .
'uj"rl_’y](’)'vj-‘rlu j:n_1771

(1.0.28a)

(1.0.28b)

(1.0.28¢)

(1.0.28d)

(1.0.28e)

Vi ser at algoritmen i (1.0.28) folger skjemaet i (1.0.26) temmelig ngye. Pa

neste side er vist en subrutine bitri basert pa denne algoritmen.
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subroutine bitri(n,al,a2,a3,a4,bl1,b2,b3,bd4,cl1,c2,c3,cd, &
di,d2,u,v)

implicit none

integer, intent(in):: n

real, intent(in), dimension(n):: al,a2,a3,a4,bl,b2,b3,bd, &

cl,c2,c3,c4,d1,d2

real, intent(out):: u(n),v(n)

! === Local variables ---

integer:: k

real, dimension(n):: bal,ba2,ba3,bad,gal,ga2,ga3, &

gad,gl,g2,dal,da2
real:: my
real, parameter:: one = 1.0e0
bal(1) = b1(1)
ba2(1) = b2(1)
ba3(1) = b3(1)
ba4 (1) = b4(1)
dal(1) = di1(1)

da2(1) = d42(1)
my = one/(bal(1)*bad(1l) - ba2(1)*ba3(1))
gal(1) = (ba4(1)*c1(1) - ba2(1)*c3(1))*my

ga2(1) = (ba4(1)*c2(1) - ba2(1)*c4(1))*my
ga3(1) = (bal(1)*c3(1) - ba3(1)*c1(1))*my
gad(1) = (bal(1)*c4(1) - ba3(1)*c2(1))*my

gl(1) = (bad(1)*dal(1) - ba2(1)*da2(1))*my
g2(1) = (bail(1)*da2(1) - ba3(1)*dal(1))*my
! --- Elimination ---

bal(k) = bl(k) - al(k)*gal(k-1) - a2(k)*ga3(k-1)
ba2(k) = b2(k) - al(k)*ga2(k-1) - a2(k)*gad(k-1)
b3(k) - a3(k)*gal(k-1) - a4(k)*ga3(k-1)
b4(k) - a3(k)*ga2(k-1) - ad(k)*gad(k-1)
dal(k) = di(k) - al(k)*gl(k-1) - a2(k)*g2(k-1)
d2(k) - a3(k)*gl(k-1) - ad(k)*g2(k-1)
my = one/(bal(k)*bad(k) - ba2(k)*ba3(k))

Q.
o
N
~
~
<
[[}

gal(k) = (bad(k)*cl(k) - ba2(k)*c3(k))*my
ga2(k) = (bad(k)*c2(k) - ba2(k)*c4(k))*my
ga3(k) = (bal(k)*c3(k) - ba3(k)*cl(k))*my
gad(k) = (bal(k)*c4(k) - ba3(k)*c2(k))*my
gl(k) = (bad(k)*dal(k) - ba2(k)*da2(k))*my
g2(k) = (bal(k)*da2(k) - ba3(k)*dal(k))*my

end do

! --- Backsubstitution ---

u(n) = gi(n)

v(n) = g2(n)

do k = n-1,1,-1
u(k) = gi(k) - gal(k)*u(k+1l) - ga2(k)*v(k+1)
v(k) = g2(k) - ga3(k)*u(k+1l) - gad(k)*v(k+1)
end do; return ; end
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Nar vi programmerer dette skjemaet, kan vi spare plass ved a bruke de opp-
rinnelige koeffisientene for bruk til mellomlagring. Dette har vi gjort i pro-
grammet bitric som er en kompakt versjon av bitri.

subroutine bitric(n,al,a2,a3,a4,b1,b2,b3,bd,cl1,c2,c3,cd, &
d1,d2,u,v)

implicit none

integer, intent(in):: n

real, intent(inout), dimension(n):: al,a2,a3,a4,bl,b2,b3,b4d, &

cl,c2,c3,c4,d1,d42

real, intent(out):: u(n),v(n)

! ——- Local variables ---

integer:: i

real:: my

real, parameter:: one = 1.0e0

my = one/(b1(1)*b4(1) - b2(1)*b3(1))

a1(1) (b4(1)*c1(1) - b2(1)*c3(1))*my

a2(1) (b4 (1)*c2(1) - b2(1)*c4(1))*my

a3(1) (b1(1)*c3(1) - b3(1)*c1(1))*my

a4 (1) (b1(1)*c4(1) - b3(1)*c2(1))*my

u(1) (b4(1)*d1(1) - b2(1)*d2(1))*my

v(1) = (b1(1)*d2(1) - b3(1)*d1(1))*my

! --- Elimination ---

do i=2,n
b1(i) b1(i) - ail(i)*al(i-1) - a2(i)*a3(i-1)
b2(i) b2(i) - al(i)*a2(i-1) - a2(i)*ad(i-1)
b3(1) b3(i) - a3(i)*al(i-1) - ad4(i)*a3(i-1)
b4 (i) b4(i) - a3(i)*a2(i-1) - ad(i)*ad(i-1)
d1(i) d1(i) - al(i)*u(i-1) - a2(i)*v(i-1)
d2(i) = d2(i) - a3(i)*u(i-1) - a4(i)*v(i-1)
my = one/(b1(i)*b4(i) - b2(i)*b3(i))

al(i) = (b4(i)*c1(i) - b2(i)*c3(i))*my
a2(i) = (b4(i)*c2(i) - b2(i)*c4(i))*my
a3(i) = (b1(i)*c3(i) - b3(i)*c1(i))*my
a4(i) = (b1(id*c4(i) - b3(i)*c2(i))*my
u(i) (b4(i)*d1(i) - b2(i)*d2(i))*my

v(i) = (b1(i)*d2(i) - b3(i)*d1(i))*my
end do
! --- Backsubstitution ----
do i =n-1,1,-1

u(i) = u(i) - a1(i)*u(i+1) - a2(i)*v(i+1)
v(i) = v(i) - a3(i)*u(i+1) - ad(i)*v(i+1)
end do
return
end

I avsnitt 3.3 har vi et tilfelle der halvdiagonalene a§2), a§4), cg-l) og 053) for-

svinner. Dersom et slikt tilfelle opptrer ofte, kan det lgnne seg a skrive en
spesialversjon nettopp for dette tilfellet, slik versjonen bitris nedenfor viser.
Det er lurt a bruke bitri som utgangspunkt nar en skal lage slike kompakte
versjoner.
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subroutine bitris(n,al,a3,bl,b2,b3,b4,c2,c4,d1,d2,u,v)

implicit none

integer, intent(in):: n

real, intent(inout), dimension(n):: al,a3,b1,b2,b3,bd, &
c2,c4,d1,d2

real, intent(out):: u(n),v(n)

! ——- Local variables ---

integer:: i

real:: my

real, parameter:: one = 1.0e0

my = one/(b1(1)*b4(1) - b2(1)*b3(1))

al(1) = (b4(1)*c2(1) - b2(1)*c4(1))*my
a3(1) = (b1(1)*c4(1) - b3(1)*c2(1))*my
u(1l) = (b4(1)*d1(1) - b2(1)*d2(1))*my
v(1) = (b1(1)*d2(1) - b3(1)*d1(1))*my

! --- Elimination ---
do i=2,n
b2(i) = b2(i) - al(i)*al(i-1)

b4(i) = b4(i) - a3(i)*a1l(i-1)
d1(i) = di1(i) - al(i)*u(i-1)
d2(i) = d2(i) - a3(i)*u(i-1)

my = one/(b1(i)*b4(i) - b2(i)*b3(i))

al(i) = (b4(i)*c2(i) - b2(i)*c4(i))*my

a3(i) = (b1(i)*c4(i) - b3(i)*c2(i))*my

u(i) = (b4(i)*d1(i) - b2(i)*d2(i))*my
= (

v(i) b1(i)*d2(i) - b3(i)*d1(i))*my
end do
! --- Backsubstitution ---
do i =n-1,1,-1
u(i) = u@i) - al(i)*v(i+1)
v(i) = v(i) - a3(i)*v(i+1)
end do
return
end

ANDRE BANDSYSTEM

PENTADIAGONALT SYSTEM

Nar vi diskretiserer en 3. ordens ordinser differensialligning med bruk av sen-
traldifferanser, far vi et system med pentadiagonal koeffisientmatrise. Et ty-
pisk eksempel er Blasius ligning som vist i avsnitt 3.5.

Et slikt system kan skrives:

6]"l’j_g-i-aj'ij_l-i-bj'CCj-l-Cj'ﬂ?j+1+fj-33j+2:dj, 17=1,2...,n
(1.0.29)
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Pa matriseform:

b1 ca fi 1 dq
ay by co fo 9 ds
e3 az bz c3 f3 T3 ds

€n—2 Qan—2 bn_2 cCp_2 fn—2 Tn—2 dp—2
en—1 Gn-1 bn—1 cp—1 Tp—1 dp—1
€n by, Cn In dp

Her er en algoritme for & lgse dette systemet:

Eliminering

Sett 81 = b1, (1 =c1, 61 =di, az = as

Utfor for k=2,3,...,n—1:

q=ar/Br-1

Be =08k —q Ce-1, Gk =k — 4" fr—1, 0k =0k —q " 01
q=ep+1/Br—1

Q1 = g1 — ¢ Co—15 Bret1 = bkr1 — ¢+ fr—1, Opy1 = dpr1 — ¢ g1
Innsetting

q=an/Bn-1

Bn=Bn—q" (a1

Tp = (0n —q-0n-1)/Bn

Tp-1 = (571—1 — Cn—1- xn) /571—1

Utfor for k=n—-1, n—2...., 1:

vp = (O — fr - Thyo — G - Try1) /B

(1.0.30)

Nedenfor er gitt en rutine penta skrevet i Fortran90 basert pa denne algorit-

men. Vi har skrevet over inngangsvektorene for a spare lagerplass.
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subroutine penta(n,e,a,b,c,f,d,x)
implicit none
integer, intent(in):: n
real, intent(inout),dimension(n):: e,a,b,c,f,d
real, intent(out):: x(n)
! === Local variables ---
integer:: i
real:: q
do i = 2,n-1
q = a(i)/b(i-1)

b(i) = b(i) - gxc(i-1)
c(i) = c(d) - gxf(i-1)
d(i) = d(i) - gqxd(i-1)

q = e(i+1)/b(i-1)

a(i+1) = a(i+1) - g*c(i-1)

b(i+1) = b(i+1l) - g*f(i-1)

d(i+1) = d(i+1) - gxd(i-1)
end do

q = a(n)/b(n-1)
b(n) = b(n) - g*c(n-1)
x(m) = (d(n) - gq*d(n-1))/b(n)
x(n-1) = (d(n-1) - c(n-1)*x(n))/b(n-1)
do i = n-2,1,-1
x(1) = (A1) - £(1)*x(i+2) - c(i)*x(i+1))/b(i)
end do
return
end

GENERELLE BANDMATRISER

(@) My (b
Figur 1.3

Figur 1.3a viser en bandmatrise med en hoveddiagonal, M; underdiagonaler
og M overdiagonaler. P& neste side gir vi et program bdsolv som lgser dette
bandsystemet der koeflisientmatrisa i figur I.3a blir lagret - som vist i figur
I.3b - i en matrise A(1: N,1: M1+ M2+ 1) der N er antall ligninger. For a
gjore lagringen helt klar, viser vi et eksempel med 6 diagonaler der M; = 2 |
My =30g N=09:
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[\)
=N W o
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I matrisa A(1:9,1:6) til hoyre brukes ikke elementene som er markert med
kryss. Programmet som er skrevet i Fortran 90, utfgrer eliminasjonen med
pivotering. Det kan derfor brukes til & teste andre program der pivotering
ikke brukes, f.eks.bitric og bitris. Dersom parameteren ifail far verdien -1,
angir dette at matrisa er singuleer.

Ligningsystemet som lgses, skrives symbolsk: A -x=b .

subroutine bdsolv(n,ml,m2,a,b,x,ifail)
implicit none
integer, intent(in):: n,ml,m2
integer, intent(out):: ifail
real, intent(inout):: a(n,1:m1+m2+1),b(n)
real, intent(out):: x(n)
! === Local variables ---
integer:: m3,1,i,j,k,i2

real:: q,ql

real, parameter:: zero = 0.0e0
ifail = 0

! --- Reordering ---

m3 =ml + 1

1 =ml

do i =1,ml

do j=1-1+ m3,m2 + m3
a(i,j - 1) = a(i,j)
end do
1=1-1
do j =m2 - 1,m2
a(i,j+m3) = zero
end do
end do
! =—— Elimination ---
1 =ml
do k = 1,n
q = a(k,1)
i=k
if(1<n)1=1+1
do j =k+1,1
ql = a(j,1)
if (abs(ql) > abs(q)) then
q=aql
1=
endif
end do
if ( q == zero) then
ifail = - 1
return
endif
if (i /= k) then
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q = bk)
b(k) = b(i)
b(i) = q
do j = 1,m2 + m3
q = ak,j)
a(k,j) = a(i,j)
a(i,j) = q
end do
endif
doi=k+1,1
q = a(i,1)/ak,1)
b(i) = b(i) - g*b(k)
do j = 2,m2 + m3
a(i,j-1) = a(i,j) - gra(k,j)
end do
a(i,m2+m3) = zero
end do
end do
! --- Backsubstitution ---
l1=-ml
doi=mn,1,-1
q = b(i)

dok=1-mi,1
q =q - a(i,k+m3)*x(k + i2)

end do

x(i) = q/a(i,1)

if(1 <m2) 1=1+1

end do
return
end






TILLEGG J

DET AVGRENSA 3-LEGEME
PROBLEMET

@ Rsz :Rz _Rs

Figur J.1

Figuren viser tre legemer med masse M7, My og Ms i et inertialsystem med
origo i O. Legemene er gjensidig pavirket av hverandre gjennom Newtons
gravitasjonslov som gir:

M, M: Mo M.
. 1 3R31—|— 23 3
R32

d’R.
- 3@

M
5T dr? R3,

R (1.0.1)

G = gravitasjonskonstanten

(J.0.1) beskriver det generelle 3-legeme problemet, mens vi gnsker a se pa
problemet der en av massene, her M3, er mye mindre enn de andre. Dette
kalles det sirkulsere, avgrensa 3-legeme problemet. Et typisk tilfelle er et
romskip som beveger seg i naerheten av jorda og manen. Dessuten antar vi at
alle legemene beveger seg i samme plan.

449
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Massesenter C:

. MiR1 + MsRo + M3Rs - MRy + MsRoy

R ~
My + My + Ms My + My
(J.0.2)
~(nem) 2o (o) »
C\M M) T T\ M M)
Setter
og definerer:
M2 M2 Ml Ml
S VA VA VLR vasns VAR VA
Derav:
R=(1—-u) -Ri+p-Ry=m;-R;i+ma-Ry (J.0.5)
A
Y
M,
R,
R, R, M
R,
>
M C
1 R, X
Figur J.2
Flytter origo til massesenteret C' som impliserer R = 01 (J.0.5):
(I1—p)-Ri+p-Ra=0 (JOG)

Kaller avstanden mellom M; og M, for L.

Derav folger:
Ry =|Ri| =pL, Ry =|Ro|=(1—p)L

Innfgrer et kartesisk koordinatsystem [X, Y] med origo i C' (Fig. J.2) med

R1 = (Xl,Yl), R2 = (XQ,YQ), R3 = (X,Y) gir:

R3 = (X1 —X,Y1-Y), Rpp=(Xo - X, Yo - Y)

(J.0.7)
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(J.0.3) og (J.0.7) innsatt i (J.0.1) gir:

d’Rs

(1 —p)Ra1  uRs
=GM J.0.8
dr? [ Rgl Rgz ( )
eller pa komponent form:
d’°X 1—p) (X —X Xy — X
N ]
ar 31 B3 (J.0.9)
’Y l-—pM-Y) ua-Y)
=GM 3 3
dr? R, R3,

Her er

Ry =V (X —X1)2+ (Y —Y1)2, Rpp =/ (X — X2)2 + (Y — Y2)? (J.0.10)

Innfgrer dimensjonslgse koordinater:

X Y
== p=_ J.0.11
(=7 1=7 ( )
som gir:
X1 —X=L(G—-C, Xo—X=L({ —
1 (C1—¢), Xo (&2 =) (1.0.12)
Vi—Y=Lm—n), Y2-Y =L(p—n)
som videre innsatt i (J.0.9) og (J.0.10) gir:
¢ GM [(1 — G Q) | ple - C)]
dr2 ~ I3 3 R3
. "1 52 (J.0.13)
dn _ GM [(1—p)(m —n) n (2 — 1)
dr? L3 3 3y
5
R§1:L3[(C C1)2+(77—771)2]5 :LS‘T31 (J.0.14)
5 .0.
Rgz = Lg[(C - C2)2 +(n— 772)2]2 =’ 7"%2
I dette systemet blir avstanden mellom massene m; og msy lik 1:
R R
R1+R2:m1L+m2L—>m1+m2:fl—#—f:(l—u)—l—,u:l
Fra Keplers 3. lov:
GM
W I3 =GM - w? = 75 (J.0.15)

der w er den midlere vinkelhastighet av linja M; — My (eventuelt m; — mya).
w - T er da rotasjonsvinkelen for mq — mo i lgpet av tiden .
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Innfgrer en dimensjonslgs tid ¢. La -t veere vinkelen som linja roterer i lgpet
av tiden ¢t med dimensjonslgs vinkelhastighet €. Setter w -7 = Q - t slik at
rotasjonsvinkelen blir den samme. Velger spesielt 2 = 1.

Relasjonen mellom tidene blir da:

t=w-T (J.0.16)

Dette betyr at den dimensjonslgse tiden ¢ blir lik rotasjonsvinkelen.
Den virkelige tiden er da gitt ved:

Derav:
& _CGME L
dr? = I3 a2~ ae
Ligningsystemet blir da:

eC_1-ma -9 we=9
" "5 s (J.0.18)
d*n (1 —p)(m —n) L 1l =)

Vi ser at dette er det samme som a sette G = 1,M =1 og L = 1 i utgangs-
punktet.

Foretrekker a arbeide i et x —y system (Fig. J.3) som roterer med vinkelhastig-
het w (eller 2 =1 for den dimensjonslgse tiden). Massen m; har koordinatene

(1,0) der 1 = —p og mg har koordinatene (x2,0) der x9 = 1 — u slik at
|x1| + |z2| = 1. Massen mg har koordinatene (x,y).
Far na:

rsi == (z—21)* +y? 1= —p

(1.0.19)
ro=ro =+ (r—12)2+ 9% xo=1—1p
Med © = 1, blir sammenhengen mellom (¢, 7n) og (z,y) - systemene:
=xcost —ysint, n =xsint + ycost
‘ yemh Y (3.0.20)

x=(_cost+mnsint, y =—sint 4+ ncost
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i

Figur J.3

Ved derivasjon av (J.0.20), der prikk betyr mh.p. tiden t:
(= (&—y)cost+ (x+y)sint, 7= (x4 g)cost + (& — y)sint
(= (y—2&—4)sint + (& —x — 2g) cost, 7l = (i —x — 2) sint + (2& + §j — y) cost
Dessuten:
¢ — (= (x1 —x)cost+ysint, (o —( = (rg — x)cost + ysint

m —n=(xy —x)sint —ycost, g —n = (xg —x)sint — ycost

(J.0.18) blir na:

(y — 24 —gj)sint + (¥ — x — 2) cost =
1—
( 3'u) [(z1 — x)cost 4 ysint] + %[(.%2 — x) cost + ysint]
1 5

(@ —x—2y)sint+ (2¢ + § — y) cost =

1—
G-w 3'u) [(z1 — ) sint — ycost] + %[(562 — z)sint — y cost]
1 5

Disse ligningene kan forenkles. Multipliserer den fgrste med cost, den andre
med sint og adderer. Deretter multipliserer vi den forste med —sint og den
andre med cost og adderer.

Sluttresultatet blir:

(1—p)
?"3
1
(1—p) u] »

o n

r=x42y—

(x — 1) — %(x — x9)
2 (J.0.21)
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der x1 = —p, xo=1—p
J.1 Romskip i jord-mane systemet.

y A romskip

1-u
Figur J.4

Robert R. Newton (1959) gjorde en rekke beregninger med jord-mane systemet

og han brukte:
1

= 8245

Erwin Fehlberg(1963) brukte Newtons data ved lgsning av (J.0.21) med bruk
av hgy-ordens Runge-Kutta metoder.

" 1— = 0.98787 (J.1.1)

Vi har tenkt & bruke Newtons data som utgangspunkt. Han beregnet 11
periodiske baner der han starter i (zg,y9) med yo = 0 i alle tilfellene. z
varierer mellom 1.0 og 1.2, dvs.: pa bortsiden av manen. Hastigheten &g i alle
tilfellene, mens hastigheten gy er negativ i alle tilfellene.

De forskjellige bane-dataene er gitt i tabellen nedenfor.

Bane nr o -0 Periode
1 1.00 2.3314 | 7.8925
2 1.05 1.7739 | 6.5227
3 1.10 1.6604 | 6.3841
4 1.15 1.5842 | 6.3335
5 1.20 1.4980 | 6.3020
6 1.00 1.5364 | 5.4292
7 1.019981 | 1.0200 | 5.5718
8 1.05 0.8475 | 5.7574
9 1.10 0.8303 | 5.9750
10 1.15 0.9124 | 6.1081
11 1.20 1.0490 | 6.1920
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Perioden er den (dimensjonslgse) tiden romskipet bruker for a vende tilbake
til utgangspunktet.(her: manen).

Fehlberg brukte bane nr. 11 i sine beregninger, fordi denne banen gir den
stgrste forskjellen mellom stgrrelsen pa tidskrittene for en gitt ngyaktighet.
Fehlberg regnet mer ngyaktig og fant g = —1.04935 75098 30343 med periode
6.19216 93313 19632. Det er disse verdiene som ofte blir brukt i tester.

Da summen av kinetisk og potensiell energi er bevart for den relative bevegel-
sen, finner vi ved a integrere (J.0.21):

2(1 — 2 . .

C:x2+y2+w+i—(2+y2) (J.1.2)
™ T2
(J.1.2) kalles Jacobi-integralet og kan brukes til & sjekke ngyaktigheten av
beregningen. Ved ¢t = 0 med bruk av (J.0.19):
2(1 — 2
O =af+af+ 2B B G g
" 2 (J.1.3)

r1 =/ (xo + )% + v, T2=\/(1?0+,u*1)2+y%

For beregningen ovenfor med yg = 0 og g = 0:

2(1 —p 21 .
( ) — 9 (J.1.4)
7 zo+p—1

C’:x%—i-

Noen data

M = Miopq = 5.9736 - 10**kg, My = Mpane = 0.07349 - 10**kg
GM = G(M; + My) = 4.035 - 10" Nm? /kg
Midlere avstand jord-méane = L = 3.84467 - 10%m

Fra (J.0.3):

My, 1
M, + M,  82.2845’

me = p = my =1—p = 0.987847 (J.1.5)

Verdiene i (J.1.5) er nyere og skiller seg litt fra verdiene i (J.1.1).

(fra ar 1976)

1
I baneberegninger brukes vanligvis p = 29300590

Tiden for en omdreining av jord-méane systemet blir £y som med € - tg = 27
og 1 = 1 blir: ¢t = 27, ¢y er dimensjonslgs. Fra tabellen ser vi at noen av
banene har en periode som er stgrre enn ¢y, mens andre har en mindre periode.
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Fra (J.0.17):

_t0_27r o C;]\f_> —9 L3
To_w_w’w_\/L:” 0= 71-\,/GM

som med de gitte data gir: 7o = 2.358015-10%s ~ 655timer = 27dggn og 7timer.

Referanser: Newton [23] og Fehlberg [12]



TILLEGG K

OPPSTART AV
VARMEVEKSLER

Figur K.1

I kapittel 3 regnet vi pa et eksempel med stasjonezer varmeledning i en varme-
veksler. Figuren viser varmeveksleren i motstrgm fra fig. 3.11 i kapittel 3. w,
er hastigheten for vaeska i det ytre rgret mens w; er hastigheten for vaeska i
det indre rgret. w; og w, er konstante storrelser.

Fra lign. 3.3.9 i kapittel 3:

oT, hP
wya)g = _PyAyCy(Ty _E)
- K.0.1
oT; hP ( )

= (T —T:

Z(’)X piAiCi( Y l)
Har satt w; — —w; p.g.a. motstrgm. Her er T, og 7T; temperaturen i hen-
holdsvis ytre og indre rgr, h varmeovergangstallet mellom indre og ytre rgr,
P er periferien av det indre rgret, p er tetthet, A er areal av rgrtverrsnitt, ¢
er egenvarmen og w = m/pA fra K.1.6. (Flere detaljer i kapittel 3).

457
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(K.0.1) gjelder for stasjonaere forhold. For ikke-stasjonaere forhold:

oT, oT, hP
8Ty +wan?{ T Ac (T, - T)
oT, oT, ijy o (K.02)
LAl g AN o)
or Wi 0X pZAch( Y l)
T er fysisk tid.
K.1 Innfgring av dimensjonsldgse stgrrelser
Dimensjonslgs temperatur for ytre rgr:
Ty - ET
Y — K.1.1a
Tyr - T’ir ( )
Dimensjonslgs temperatur for indre rgr:
,Ti - T’ir
V= K.1.1b
Tyr - ,Tir ( )

T;» og Ty, er her referansetemperaturer for henholdsvis det indre og det ytre
rgret og velges slik at 0 < u,v < 1. (Spesifikke verdier er gitt i lign. (K.1.11))
Lgst m.h.p. T; og T):

Tz‘:Tir‘i‘U'(Tyr_Ti)
TyZ'Er—i—u-(Tyr—ﬂ) (K.1.2)
Ty—ﬂ:(Tyr_ﬂr)‘(“_U)

La L veere lengden av hvert av rgrene.

Dimensjonslgs tid:
-

Dimensjonslgs lengde:
X
= — K.1.4
0= (K.1.4)
Lign. (K.1.2) - (K.1.4) innsatt i (K.0.2):
@+@__ hPL (u—v)
ot O pydywyey (K.1.5)
 _widv _ hPL [w; (u — v)
ot wyOx  pidiwic Wy

La rn; og 1, veere massestrommen (kg/s) i henholdsvis det indre og det ytre
rgret.
i = piAiw

) (K.1.6)
Ty = pyAywy
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Setter da:
hPL hPL
ay = = —
nylywycy MyCy (K.1.7)
hPL <w> hPL <w) o
ay=——|—| == —
piAiwic; \ wy e \ Wy
Lign. (K.1.7) innsatt i (K.1.5) gir:
Gu + u _ —ay(u—v)
ot ox Y (K.1.8)
@fﬂ@—a(ufv) h
ot  wyOx !

Eksempel K.1 Talleksempel

Bruker de samme tallverdiene som vi brukte for det stasjonaere tillfellet. Vi
skal avkjgle smgreoljen for et gassturbinanlegg. Oljen har en temperatur pa
100 °C'. Til disposisjon har vi vann med temperatur pa 30 °C. Andre data:

e Rgrlengde: L = 61m

e Diameter av indre rgr: d = 0.025m

e Omkrets av indre rgr: P =7 -d = 0.07854m

Massestrgm: 1, = 0.1 og m; = 0.23%9
W
m2.°C

e Egenvarme: ¢, = 2130 og ¢; = 4180,@%0
o Tetthet: p; = 100024 (vann), p, = 85024 (olje)
Med disse verdiene far vi:

e Totalt varmeovergangstall: h = 40

ay = 0.8997 ~ 0.9

(K.1.9)
a; = 0.1993 = 0.2

Dette er de samme verdiene som for det stasjonsere tilfellet i kapittel 3.
j pidiw; 1000 d?

Wy .oy
Setter b = — 1 —=23= b
etter ) som gir -~ oy Ay, 850 (- o
eller lpst m.h.p. dy:
dy =v0.5115 - b+ 1 - d; (dimensjon meter) (K.1.10)

Med b= —& = 1 gir dette d, ~ 0.031m og med b = 1.5 gir dette d, ~ 0.033m.
Wy

Valg av referansetemperaturer i lign. (K.1.2)

Setter
Tyr = Ty(x—0) = 100 °C og Ty = Tyx—r) = 30 °C (K.1.11)
Far da:
T, — 30
u=——7—,0<u<1, ogT, =70 -u+30,30 <7, <100
T 3030 (K.1.12)
v="""—0<v<1, ogT;=70-v+30,30 <T; <100

70
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Diskretisering

TILLEGG K. OPPSTART AV VARMEVEKSLER

Bruker na Wendroffs implisitte skjema fra avsnitt 6.7:

du n+y 1 ug”rl —uf N u?fll —uf_y
Ot|;_1 2 At At
2
n+l n+l _  ntl n_.n (Kllga)
oul" "2 1y u;y N ull —ul
Or|._1 2 Az Az
J73
n+i 1
[ = T b b ) (K.1.13b)
Diskretiserer (K.1.8) med bruk av (K.1.13) for bade u og v. Setter b = Y
Wy
Ytre ror:
[ 2 1 1 |
o = 11 - ’r'l—‘rl
oy (At Am) LR R
[ 2 1 1 | n+1 n+1 n+l _
. ; (K.1.14a)
2 (1, 1N ] .
oy \At T Az) ]
[ 2 1 1 ]
o (aae) Y
Indre rgr:
[ 2 b 1 )
n+1 n+1 n+1
(O %<M+AIE>+1 vl +
2 () - -
a; x
S - (K.1.14b)
i1 J o; \Ax At J—1
[ 2 b 1
Sl T IO
1% <Aw At) + ] Ui

Start- og randbetingelser
Nar vi starter, ¢t = 0, har vannet i det indre rgret en temperatur pa 30 °C
som fra lign. (K.1.12) gir v = 0 for alle x-verdier.

For det ytre rgret tenker vi oss at vi har konstant temperatur 7, = 30 °C
i hele rgret nar vi starter, unntatt for x = 0. Dette betyr at u = 0 i hele
intervallet 0 < x < 1. (Se lign. (K.1.12)). Setter u = ug for x = 0. Vi kan na
tenke oss flere muligheter til & spesifisere ug. Dersom vi setter ug = 1, betyr
dette av vi setter T,y = 100 °C for x = 0. Vi kan ogsa tenke oss at vi gker
Ty for x = 0 trinnvis slik at vi starter med 30 °C' for ¢t = 0, gker trinnvis og
ender pa 100 °C etter f.eks. 5 tidskritt.
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La oss se pa noen mater & utfgre denne trinnvise gkningen pa.

Starter med ug = 0 og gker trinnvis til up = 1 (Fra 30 °C til 100 °C') La n sta
for et vilkarlig trinn slik at ug = 0 for n = 0 og ug = 1 for n = ng, der ng er
antall tidskritt fram til ug = 1.

Noen formler Linegr relasjon:

= - n=0,1,... n (K.1.15a)
S
2. grads polynom:
uw:n<2—n>,n:QL“wns (K.1.15b)
Ng Ng

3. grads polynom:

2
wp = — F—(”)],nzaL”w% (K.1.15¢)

2ng Ng

d
(K.1.15b) og (K.1.15¢) oppfyller betingelsen % = 0 for n = n, for a gi en
n

myk overgang.

Indeksering
x=0 x=1
I | | | | |
Ytre ror : [ I T T i |
Uy 23} Uy Uj Un-; Un
x=0 x=1
| | | | | |
Indre ror : I T T T T 1
U U, Uy v; Un-; Uy
Figur K.2

Randbetingelser: ug er spesifisert, vy = 0.

Bruker igjen Douglas-algoritmen fra kapittel 3 som krever at den forste ukjente
har indeks 1 og den siste indeks V. Som fig. K.2 ovenfor viser, stemmer dette
for det ytre rgret, men ikke for det indre der vy er den fgrste ukjente. Som i
kapittel 3 forandrer vi indeksene som vist nedenfor:

x=0 x=1

Ytre ror : I I I I I I

Uy U; Uy U; Un- Un

x=0 X =

I
Indre ror : I I I T i |
U; Uy Ug v] Un UN+1
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Figur K.3

Far da fglgende indeksering:
For u: uj, 7 =0,1,..., N, ugp er spesifisert
Forv:w;, j=1,2,...,N+1, vyy1 =0

Dette betyr at indeksene i lign. (K.1.14) for v-leddene skal gkes med 1 slik
at vj_1 — vj og v; — w;q1. Vi har totalt N + 1 punkt og N ukjente med
Arx=1/Nslikatuj=Az-j, j=1,...,Nogvj=Ax-j, j=1,....,N

Vi ser mer detaljert pa to tilfeller.

Tilfelle 1
At=Azogw;=wy - b=1

Lign. K.1.14 blir i dette tilfellet:

Ytre ror:
+1 +1 +1 +1 __
e (1) =
A v (K.1.16a)
Indre ror:
4
n+1 n+1 n+1 n+1l __
(K.1.16b)

Vi gjengir her Douglas-algoritmen fra lign. (3.3.19) i kapittel 3, eventuelt lign.
1.0.27 i appendiks I:

(1) 2 (1) (2) (1) (2) _ 4D
aj ujfl + aj Ujf]. + bj u] + b] Uj + Cj Uj+1 + Cj Uj+]. = d.7 (K 1 17)
I O TS Y O NN IR OV I )

j -l VAR e L A L R L e L R R

For 1 <j < N —1. (Merk at vy41 = 0)

Ved a sammenligne (K.1.16) og (K.1.17), far vi:

1) (2) (1) 4 )
a;’ =1, a7’ =0, b5 = +1, b = -1,
’ ’ AN ’ (K.1.18a)
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4
V=1, a" =0, 0% =1, sV = - <a'm + 1> ,

cg.g) =0, 05-4) =-1

dg-l) og d§-2) er gitt ved hgyresidene i lign. (K.1.16)

Skriver ut (K.1.16) for j = 1:

4
n+1 n+1 n+1l __

4
-1 _un_un-l-l_un o ol
(ayAac > 0~ Up 1T+

4
n+1 n+1 n+1
u ———4+1) -0 — v =
1 <041'A:U 1 2

4
— (uf +uf ™) — Ul 4ol + (1—0@A:U) vy

dgl) og ng) er gitt ved hgyresidene.

n+1

463

(K.1.18b)

(K.1.19a)

(K.1.19D)

Legg spesielt merke til at vi har fatt uj" " over pa hgyre side av ligningene.
Dette er ngdvendig dersom vi gnsker a forandre ug trinnvis. Dersom ug er

konstant, blir uff = uf ™! = ug = konstant.

Tilfelle 2

At=Azogw;=15-w, - b=1.5

Ligningen for det ytre rgret, lign. (K.1.16a), blir uforandret, men tar den med

for oversiktens skyld .

Ytre rgr:
n+1 4 n+l _ nt+l  ntl _
i1t <ayAx * 1) TR T
( 1 —1) sl —uy vy vl
ayAx J J J J+1
Indre rer:

) 1
n+1 n+1 n+1 n+l
Ujoy Tyt <04¢A$ * 1) T (aiA.’IJ - 1) A

1 5
—uj_q —uj + <aiA$+1> v+ (—aiA$+1> Ui

(K.1.20a)

(K.1.20b)
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Koeffisientene i Douglas-algoritmen:

ag»l) =1, al?) = 0, it = A +1, b\ = -1,

! 7 oAz ’ (K.1.21a)
cg-l) =0, =1
5
@ =1, o =0, B =1, B0 = - ( + ) ,
a; Az
, i (K.1.21b)
®3) _ “4) _
c; =0, c; _aiAwil
Skriver ut for j = 1:
< 4 + 1) . un—f—l o ,Un+1 . vn+1 _
oAz 1 1 2 =
y4 (K.1.22a)
(ayAa; —1> cuf — a4l o
= () ot (1) -
(K.1.22b)

1 5
n n+1 n n n
— _ 1] - — 1] -
(UO + UO ) ltl + ( ; + ) Ul + < A + ) ’U2

dg'l), d§-2), dgl)

og de) er gitt ved hgyresidene.

Programmet bitri og bitric lgser ligningsystemet i (K.1.17) med bruk av
Douglas-algoritmen. I kapittel 3 skrev vi en spesiell variant av bitric som ble
kalt bitris, for a spare plass. (se appendiks I). Bade tilfelle 1 og 2 ovenfor
er mye enklere enn det generelle tilfellet, slik at ogsé her bruker vi en spe-
siell variant som vi kaller bitris2 som vist nedenfor. Vi ser at det er bare
hgyresidene i tilfellet 1 og 2 som er ngdvendig a legge inn som vektorer, resten
av koeffisientene er konstanter.

function [u,v] = bitris2(d1,d2)
global bl b4 c4;

n = length(dl);

u = zeros(size(d1)); v = u;

ga2 = u; ga4 = u; dal = u; da2 = u;
ba2 = u; bad = u; gl = u; g2 = u;

ba2(1) = -1; bad (1) = b4;
dal1 (1) = d1(1); da2(1) = d2(1);
A

my = 1.0/(blxb4d + 1);

ga2(1) = -(b4 - c4d)*my;
gad (1) = (bl*cd + 1)*my;
g1 (1) = (bd*dal (1) + da2(1))*my;
g2(1) = (bi1l*da2(1) - dail(1))*my;
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% ===== Elimination ====
for k = 2:n
ba2(k) = -1 - ga2(k-1);
ba4(k) = b4 - ga2(k-1);
dal(k) = di(k) - gl(k-1);
da2(k) = d2(k) - gi(k-1);

my = 1.0/(bl*b4 - ba2(k));

ga2(k) = -(bad(k) + Dba2(k)*cd)*ny;
gad (k) = (bl*c4 + 1)*my;
gl(k) = (ba4(k)*dal(k) - ba2(k)*da2(k))*my;
g2(k) = (bl*da2(k) - dal(k))*my;
end

% ==== Backsubstitution ====
u(n) = gi(n); v(n) = g2(n);
for k = n-1:-1:1
u(k) gl(k) - ga2(k)*v(k+1);
v(k) g2(k) - gad4(k)*xv(k+1);
end

Wendroffs implisitte skjema er et spesialtilfelle av Preissmanns skjema som er
mye brukt for beregning av strgmning i apne kanaler og elver. I dette skjemaet
brukes en nettfaktor 6 akkurat som i -skjemaet for parabolske ligninger, der
0 = 0 er et eksplisitt skjema, mens § = 1 er et fullstendig implisitt skjema.

Diskretiseringer med nettfaktor

oul"tz 0 (T i) (1—0) - (uf —upy)

oz},

1
2

1
ufl = g(ug“ a4 %(1 )+ )
Vi ser at for 0 = % far vi Wendroffs skjema. For ikke-linezere ligninger blir
skjemaet regnet a veere stabilt for 0.55 < 6 < 1. I praksis velges 0 € [0.6,0.7].
Ved skarpe fronter far vi oscillasjoner bak frontene for de laveste verdiene av
6. Disse kan elimineres ved a velge 6 naer 1, men da blir frontene litt utsmurt.
Preissmann brukte opprinnelig nettfaktor ogsa for tiden t.

I Rosenberg [26], kapittel 6, er Wendroffs skjema brukt pa et gassdynamisk
problem. Ogsa her far vi bedre resultat ved a gke 6 til 0.6 — 0.7






Bibliografi

Anderson D. A. Computational Fluid Mechanics and Heat Transfer.
Taylor & Francis, 1997.

Harvey J. K Bearman P.W. Golf Ball Aerodynamics, volume 27. Aero-
nautical Quarterly, 1976.

Hirsch C. Numerical Computation of Internal and External Flows. Else-
vier, 2. edition, 2007.

Bradshaw P. Cebeci T. Momentum Transfer in Boundary Layers. He-
misphere Publishing Corporation, 1977.

Kincaid D. Cheney W. Numerical Mathematics and Computing. Brook-
s/Cole Publishing Company, 4. edition, 1999.

Smith G. D. Numerical Solution of Partial Diff. Equations : Finite Dif-
ference Methods. Oxford, 3. edition, 1985.

Forsythe G. E. Computer Methods for Mathematical Computations.
Prentice-Hall, 1977.

Forsythe G. E. et al. Numerical Methods for Two-Point Boundary Value
Problems. Prentice-Hall, 1977.

Press W. H. et al. Numerical Recipes in Fortran. The Art of Scientific
Computing, volume 1 & 2. Cambridge Univ. Press, 2. edition, 1992.

Liu C. Evett J. B. Fluid Mechanics and Hydraulics. McGraw-Hill, 1989.

Shampine L. F. Numerical Solution of Ordinary Differential Equations.
Chapman & Hall, 1994.

Erwin Fehlberg. Runge-kutta type formulas of high-order accuracy and
their application to the numerical integration of the restricted problem
of three bodies. Actes- proceedings, september 1963.

Moler Cleve B. Forsythe George E. Computer Solution of Linear Algebraic
Systems. Prentice-Hall, 1967.

467



468

BIBLIOGRAFI

Schlichting H. Boundary-Layer Theory. McGraw-Hill, 7. edition, 1978.

Young David M. Hageman Louis A. Applied Iterative Methods. Academic
Press, 1981.

Wanner G. Hairer E., Norsett S.P. Solving Ordinary Differential Equa-
tions I : Nonstiff Problems. Springer-Verlag, 1987,1993.

Keller H. B. Isaacson E. Analysis of Numerical Methods. Dover, 1994.

Fletcher C. A. J. Computational Techniques for Fluid Dynamics, volume
1 & 2. Springer Verlag, 2. edition, 1991.

Briggs William L. A Multigrid Tutorial. STAM, 2. edition, 2000.

Evans H. L. Laminar Boundary-Layer Theory. Addison-Wesley Publish-
ing Company, 1968.

White F. M. Viscous Fluid Flow. McGraw-Hill, 2. edition, 1991.
White F. M. Fluid Mechanics. WCB/McGraw-Hill, 4. edition, 1999.

Robert R. Newton. Periodic orbits of a planetoid passing close to two
gravitating masses, volume 3. Smithsonian Institution, 1959.

Nakamura S. Applied Numerical Methods with Software. Prentice-Hall,
1991.

Kelley C. T. [terative Methods for Linear and Nonlinear Equations.
STAM, 1995.

Rosenberg D. U. Methods for the Numerical Solution of Partial Differen-
tial Equations. American Elsevier Publishing Company, 1969.

Patanker S. V. Numerical Heat Transfer and Fluid Flow. McGraw-Hill,
1980.

Saad Yousef. Iterative Methods for Sparse Linear Systems. SIAM, 2.
edition, 2003.

Hoffman J. D. Zucrow M. J. Gas Dynamics, volume I & II. John Wiley
& Sons, 1976-77.



	INNHOLD
	FORORD
	STARTVERDIPROBLEMER FOR ODL
	INTRODUKSJON
	TAYLORS METODE
	REDUKSJON AV HØYERE ORDENS LIGNINGER

	DIFFERANSER. NOTASJON
	BEHANDLING AV LEDDET kap121

	EULERS METODE
	HEUNS METODE
	RUNGE - KUTTA AV ORDEN 4. 
	STABILITET. STIVE LIGNINGER 
	STABILITET AV EKSPLISITTE RK-METODER
	STIVE DIFFERENSIALLIGNINGER
	IMPLISITTE METODER

	LITT OM RK-METODER MED VARIABEL SKRITTLENGDE 

	SKYTETEKNIKK VED RANDVERDIPROBLEMER
	LINEÆRE LIGNINGER
	IKKE - LINEÆRE LIGNINGER
	LITT OM LIKEDANNHETSLØSNINGER
	SKYTING MED TO STARTBETINGELSER 
	LINEÆRE LIGNINGER
	EKSEMPEL PÅ IKKE-LINEÆRE LIGNINGER


	DIFFERANSEMETODER FOR ODL
	TRIDIAGONALE ALGEBRAISKE LIGNINGSYSTEM 
	VARMELEDNING
	KJØLERIBBE MED KONSTANT TVERRSNITT
	RIBBE MED VARIABELT TVERRSNITT

	TO-PUNKTSMETODE . VARMEVEKSLER. 
	LINEARISERING AV IKKE - LINÆRE ALG. LIGNINGER
	METODEN MED ETTERSLEP
	NEWTON-LINEARISERING
	EKSEMPLER PÅ STOPPKRITERIER
	LIGNINGER PÅ DELTA-FORM
	KVASILINEARISERING

	LØSNING AV BLASIUS MED DIFFERANSEMETODE 
	DERIVERTE RANDBETINGELSER 
	ITERASJONSMETODER VED LØSNING AV ODL 

	MATEMATISKE EGENSKAPER FOR PDL
	MODELLIGNINGER
	1. ORDENS PDL
	KLASSIFISERING AV 2. ORDENS PDL
	RANDBETINGELSER FOR 2. ORDENS PDL
	Hyberbolsk ligning
	Elliptisk ligning
	Parabolsk ligning

	VELFORMULERT PROBLEM. OPPSUMMERING
	PARTIKULÆRLØSNINGER AV LINEÆRE PDL

	DIFFUSJONSPROBLEMER
	DIFFERANSER. NOTASJON 
	DIFFUSJONSLIGNINGEN
	INTRODUKSJON 
	IKKE-STASJONÆR COUETTE STRØMNING
	PK-KRITERIET: KRITERIET OM POSITIVE KOEFFISIENTER

	STABILITETSANALYSE MED VON NEUMANNS METODE
	BRUK AV VON NEUMANN KRITERIET

	FLERE SKJEMA FOR PARABOLSKE LIGNINGER
	RICHARDSON-SKJEMAET (1910)
	DUFORT-FRANKEL SKJEMAET (1953)
	CRANK - NICOLSON SKJEMAET . kap543
	VON NEUMANNS GENERELLE STABILITETSBETINGELSE

	TRUNKERINGSFEIL, KONSISTENS OG KONVERGENS 
	EKSEMPLER MED RADIELL SYMMETRI

	KONVEKSJONSPROBLEMER
	INNLEDNING
	1. ORDENS SENTRALDIFFERANSESKJEMA
	OPPSTRØMSDIFFERANSER
	DEN MODIFISERTE LIGNINGEN
	LAX-WENDROFFS EKSPLISITTE METODE
	DIFFUSJON- OG DISPERSJONSFEIL
	WENDROFFS IMPLISITTE SKJEMA
	GEOMETRISK UTLEDNING AV CFL-BETINGELSEN
	BØLGELIGNINGEN 
	ADVEKSJON-DIFFUSJONSLIGNINGEN 

	STASJONÆRE PROBLEMER
	INNLEDNING 
	NUMERISK LØSNING VED DIREKTE METODE.
	UTNYTTELSE AV SYMMETRI
	DERIVERTE RANDBETINGELSER

	ITERASJONSMETODER
	EKSEMPLER
	KONVERGENSKRITERIER


	MATEMATISK BAKGRUNNSTOFF
	BRUK AV KOMPLEKSE TALL
	LINEARITET 
	Lineær og ikke-lineær fjær
	Matematisk pendel

	KORT OM FOURIER-REKKER 
	NOEN STANDARDBETEGNELSER
	Litt om dispersjon
	REKKEUTVIKLING AV KONTINUERLIGE FUNKSJONER
	Eksempler på rekkeutviklinger
	Fourier-rekker for diskrete funksjoner

	KORT OM LINEÆRE DIFFERANSELIGNINGER 
	LITT NUMERISK LINEÆR ALGEBRA
	Vektor - og matrisenormer
	Lineære ligninger


	GRUNNLIGNINGER
	GRENSESJIKT
	GRENSESJIKTLIGNINGER
	BLASIUS LIGNING 
	FALKNER-SKAN LIGNINGEN 

	VANNTANK
	TANK MED KONSTANT VEGGTYKKELSE
	TANK MED VARIABEL VEGGTYKKELSE

	JEFFREY - HAMEL STRØMNING 
	BRUK AV KOMPLEKSE TALL
	LIGNINGER I POLARE KOORDINATER


	LØSNING AV BLASIUS OG FALKNER-SKAN LIGN.
	ANALYTISKE LØSNINGER 
	INNLEDNING
	ENKEL MATEMATISK PENDEL 
	STOR NEDBØYNING AV KRAGBJELKE
	LIGNINGEN kap73
	RIBBE MED VARIABELT TVERRSNITT 
	IKKE-STASJONÆR COUETTE–STRØMNING 
	VARMELEDNING I EN ENDELIG STAV
	OPPSTART AV STRØMNING I RØR
	AVKJØLING AV KULE
	PERIODISKE LØSN. AV ADVEKSJONDIFFUSJONSLIGN.

	PROGRAMMET DIFFAF 
	BANDMATRISER
	DET AVGRENSA 3-LEGEME PROBLEMET
	Romskip i jord-måne systemet.

	OPPSTART AV VARMEVEKSLER
	Innføring av dimensjonsløse størrelser

	Bibliografi

